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coefficients, we propose an intersection system and its 
computational algorithm that divides the parameter space into a 
finite set of cells, allowing us to calculate the intersection of the 
ideals within each cell. This approach enhances comprehension of 
polynomials and equips researchers and engineers with tools to 
gain deeper insights into mathematical models involving 
parametric coefficients. Consequently, it supports thorough 
examinations essential for tackling complex challenges in science 
and engineering. The functionality of the proposed algorithm has 
been implemented in the Maple software environment, which is 
well-suited for symbolic computation. The paper presents two 
examples: the first illustrates the intersection of two parametric 
polynomial ideals, and the second addresses a more complex 
scenario involving three such ideals. These examples showcase 
the practical application and effectiveness of the algorithms, 
highlighting their significance in the field. Finally, the CIS 
algorithm's performance is demonstrated through 
comprehensive intersection system computations on several 
examples.  
 

 

Received: 09.03.2025     
Revised:    26.05.2025   
Accepted: 03.09.2025 

 

Keyword:  
INTERSECT algorithm 
CIS algorithm 
Gröbner systems 
parametric polynomial ideals 
comprehensive intersection 
system 
monomial ordering 

*Corresponding Author:  
Mahdi Dehghani Darmian 
Email: 
mdehghanidarmian@tvu.ac.ir 
m.dehghanidarmian@ipm.ir 
  

https://karafan.tvu.ac.ir/?lang=en
mailto:mdehghanidarmian@tvu.ac.ir
mailto:m.dehghanidarmian@ipm.ir
https://orcid.org/0009-0002-9515-0337


Mahdi Dehghani Darmian                                                      Comprehensive Intersection Systems and … 

410 
 

EXTENDED ABSTRACT 

Introduction 
The main goal of this paper is to address the insufficiency and weakness of Maple 
functions in computing the intersection of polynomial ideals with parametric 
coefficients.  This problem can be solved algorithmically by extending the procedure for 
constant coefficients to parametric cases.  One common method to find the intersection 
of two polynomial ideals is to introduce a new variable t and compute a Gröbner basis 
w.r.t. an elimination ordering so that a monomial containing t is greater than every 
monomial that does not contain t. With this monomial ordering, a Gröbner basis of 𝐼 ∩ 𝐽 
consists of those polynomials that do not contain t in the Gröbner basis of the ideal. 
More precisely, if 𝐼 = 〈𝑓1, … , 𝑓𝑚〉 and 𝐽 = 〈𝑔1, … , 𝑔𝑛〉 are two polynomial ideals in the 
ring 𝑅 = 𝕂[𝑥1, … , 𝑥𝑛], then  𝐼 ∩ 𝐽 = 〈𝑡𝑓1, … , 𝑡𝑓𝑚, (1 − 𝑡)𝑔1, … , (1 − 𝑡)𝑔𝑛〉 ∩ 𝕜[𝑥1, … , 𝑥𝑛]. 
This article focuses solely on the intersection of parametric polynomial ideals, which, 
to our knowledge, has not been explored in the literature. The main motivation for 
studying the intersection of these ideals is to address the limitations of numerical 
constant-coefficient algorithms when applied to parametric cases. The following 
example shows that the mentioned traditional approach for computing the intersection 
may not be used for such ideals. 
Example 1. Let us consider 𝐼 = 〈−𝑎𝑦 + 𝑥2, 𝑐𝑦 − 𝑧, 𝑏𝑧2 + 𝑥 〉 and 𝐽 = 〈𝑏𝑥 − 𝑦2, 𝑥𝑧 − 𝑎〉 
are two polynomial ideals in 𝕂[𝑎, 𝑏, 𝑐][𝑥, 𝑦, 𝑧] where 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℂ are parameters, and x, y, 
and z are variables. In the package Polynomial Ideals in Maple, the Intersect function is 
used to find the intersection of two polynomial ideals I and J. So: 𝐼 ∩ 𝐽 =
〈−𝑎𝑏𝑥𝑦 + 𝑎𝑦3 + 𝑏𝑥3 − 𝑥2𝑦2, 𝑏𝑥𝑧3 − 𝑎𝑏𝑧2 + 𝑥2𝑧 − 𝑎𝑥, 𝑐𝑥3𝑧 − 𝑎𝑐𝑥2 − 𝑎𝑥𝑧2 +
𝑎2𝑧, 𝑎𝑥𝑦𝑧 − 𝑥3𝑧 − 𝑎2𝑦 + 𝑎𝑥2, −𝑏2𝑥𝑧2 + 𝑏𝑦2𝑧2 − 𝑏𝑥2 + 𝑥𝑦2, 𝑐𝑥𝑦𝑧 − 𝑎𝑐𝑦 − 𝑥𝑧2 +
𝑎𝑧, −𝑏𝑐𝑥𝑦 + 𝑐𝑦3 + 𝑏𝑥𝑧 − 𝑦2𝑧, −𝑏𝑐𝑥3 + 𝑐𝑥2𝑦2 + 𝑎𝑏𝑥𝑧 − 𝑎𝑦2𝑧, 𝑎𝑏2𝑥2𝑧2 − 𝑏𝑥3𝑦𝑧2 −
𝑎2𝑏𝑦2𝑧 + 𝑏𝑥4𝑧 + 𝑎2𝑏𝑥𝑦 − 𝑎𝑥2𝑦2, 𝑏2𝑐𝑥2𝑧 − 𝑎𝑏𝑐𝑦2 − 𝑏𝑥𝑦𝑧2 + 𝑎𝑏𝑦𝑧 + 𝑎𝑏𝑥 −
𝑎𝑦2, 𝑎𝑏𝑐𝑥2 − 𝑎𝑐𝑥𝑦2 + 𝑎𝑦2𝑧2 − 𝑥2𝑦𝑧2 − 𝑎2𝑏𝑧 + 𝑥3𝑧 + 𝑎2𝑦 − 𝑎𝑥2, −𝑏2𝑐2𝑥2 −
𝑏2𝑐𝑥𝑧2 + 𝑏𝑐2𝑥𝑦2 + 𝑎𝑏2𝑐𝑧 − 𝑏𝑐𝑥2 + 𝑐𝑥𝑦2 − 𝑥𝑦𝑧 + 𝑎𝑦, −𝑎𝑏2𝑐𝑥2 − 𝑎𝑏2𝑥𝑧2 + 𝑎𝑏𝑐𝑥𝑦2 +
𝑏𝑥2𝑦𝑧2 + 𝑎2𝑏2𝑧 − 𝑏𝑥3𝑧 − 𝑎2𝑏𝑦 + 𝑎𝑥𝑦2 〉.  
By substitution of a = 0, b = 1 and c = 1 in the above 𝐼 ∩ 𝐽 we have: 𝐼 ∩ 𝐽|𝑎=0,𝑏=1,𝑐=1 =
〈−𝑥2𝑦2 + 𝑥3, 𝑥𝑧3 + 𝑥2𝑧, 𝑧𝑥3, −𝑧𝑥3, −𝑧𝑥3, 𝑦2𝑧2 + 𝑥𝑦2 − 𝑥𝑧2 − 𝑥2, 𝑥𝑦𝑧 − 𝑥𝑧2, 𝑦3 −
𝑦2𝑧 − 𝑥𝑦 + 𝑥𝑧, 𝑥2𝑦2 − 𝑥3, −𝑥3𝑦𝑧2 + 𝑥4𝑧, −𝑥𝑦𝑧2 + 𝑥2𝑧, −𝑥2𝑦𝑧2 + 𝑥3𝑧, 2𝑥𝑦2 − 𝑥𝑦𝑧 −
𝑥𝑧2 − 2𝑥2, 𝑥2𝑦𝑧2 − 𝑥3𝑧〉  
However, this is wrong for these values since when 𝐼|𝑎=0,𝑏=1,𝑐=1 = 〈𝑥2, 𝑧2 + 𝑥, 𝑦 − 𝑧〉 , 

𝐽|𝑎=0,𝑏=1,𝑐=1 = 〈𝑥𝑧, −𝑦2 + 𝑥〉 we obtain: 𝐼|𝑎=0,𝑏=1,𝑐=1 ∩ 𝐽|𝑎=0,𝑏=1,𝑐=1 =
〈𝑧𝑥2, 𝑧2𝑥, 𝑦𝑧𝑥, 𝑥𝑦2 − 𝑥2, 𝑦2𝑧 + 𝑥𝑧, 𝑦3 − 𝑥𝑦 + 2𝑥𝑧〉. 
This example leads to the common question: If 𝜎: 𝕂[𝑎] →  𝕂′ ⊇ 𝕂 is a specialization 
involving parameter assignments, then for which values of parameters 𝜎(𝐼 ∩ 𝐽) =
𝜎(𝐼) ∩ 𝜎(𝐽)? To achieve this, we propose comprehensive intersection systems for two (or 
more) parametric polynomial ideals and outline an algorithm for computing them. In 
this procedure, we use Gröbner systems.  

Methodology 
    Applying Gröbner systems to remove Maple functions' Insufficiency offers a practical 
approach to tackling this problem. We can simplify the original problem by obtaining a 
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finite set of triangular parametric polynomial systems and parametric conditions. The 
Gröbner system approach offers a systematic and reliable method for computing the 
intersection of parametric polynomial ideals across various parameter assignments. As 
these polynomial ideals rely on certain parameters and variables, employing 
parametric Gröbner bases proves useful in solving these parametric challenges. 
Gröbner basis is a useful generator, a key computational tool for studying polynomial 
ideals, introduced and developed by Buchberger in 1965 in his PhD thesis and named 
after his advisor, Wolfgang Gröbner. He proposed two criteria to enhance the 
performance of his algorithm. Lazard described an algorithm for computing Gröbner 
bases by using linear algebra techniques. Faugère contributed to the development of 
two renowned algorithms, F4 and F5, for computing Gröbner bases. Given our focus on 
parametric Gröbner bases, particularly the Gröbner system, we delve into the existing 
literature on this subject. The concept of Gröbner systems and the initial algorithm for 
computing them were introduced by Weispfenning in 1992. Over the years, significant 
progress and numerous results have been achieved in computing Gröbner systems, 
culminating in Dehghani's 2024 proposal of an efficient algorithm, known as the GES-
GVW-CGS algorithm, for their computation. 

 

Results and discussion 
      s in Mathematics and other scientific fields. Gro bner systems find various application
Specifically, we highlight their role in computing the intersection of parametric 

polynomial ideals. In this section, we introduce the concept of comprehensive 
intersection systems for parametric polynomial ideals and describe an algorithm to 
compute them. Initially, we address this for two parametric polynomial ideals and later 
extend it to encompass a greater number of ideals.  
Definition 2. Let I and J be two parametric polynomial ideals in 𝑆 = 𝕂[𝐚, 𝐱]. A finite 

triple set 𝐿 = {(𝑁𝑖  , 𝑊𝑖  , 𝐿𝑖)} 𝑖=1
ℓ  is called the comprehensive intersection system of 𝐼 ∩

 𝐽 if for each i and any specialization 𝜎: 𝕂[𝑎]  →  𝕂′ ⊇  𝕂 satisfying the parametric 
constraint (𝑁𝑖  , 𝑊𝑖), we have 𝜎(𝐿𝑖)  =  𝜎(𝐼)  ∩  𝜎(𝐽). 
Based on this definition, we can present the Intersect algorithm to compute a 
comprehensive intersection system. In doing so, let 𝐼 = ⟨𝑓1, . . . , 𝑓𝑚⟩  and 𝐽 = ⟨𝑔1, . . . , 𝑔𝑛⟩  
are two polynomial ideals in 𝑆 = 𝕂[a, x]. We consider the ideal 

H = 〈tf1, … , tfm, (1 − t)g1, … , (1 − t)gn〉  ⊂ S[t] = 𝕂[a, t. x] 
and compute a Gröbner system of H w.r.t. the monomial order a ≺𝑙𝑒𝑥x ≺𝑙𝑒𝑥  t (the 
lexicographical order in which t is greater than x and a). The polynomials in this system 
that do not include the variable t in each branch will constitute a Gröbner basis of 𝐼 ∩  𝐽 
while adhering to the relevant parametric conditions. 
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Algorithm 1. INTERSECT 

Require: 𝐼 = ⟨𝑓1, . . . , 𝑓𝑚⟩   and 𝐽 = ⟨𝑔1, . . . , 𝑔𝑛⟩ Two polynomial ideals in 𝑆 = 𝕂[a, x] 

Ensure: A comprehensive intersection system of 𝐼 ∩  𝐽 

   𝐻 ∶=  ⟨𝑡𝑓1, . . . , 𝑡𝑓𝑚, (1 −  𝑡)𝑔1, . . . , (1 −  𝑡)𝑔𝑛⟩  

   𝐿 ∶= {(𝑁𝑖  , 𝑊𝑖  , 𝐿𝑖)} 𝑖=1
ℓ  a Gröbner system of H w.r.t. a ≺𝑙𝑒𝑥x ≺𝑙𝑒𝑥  t 

    for (𝑁𝑖  , 𝑊𝑖  , 𝐿𝑖) ∈  𝐿 do 

       if 𝐿𝑖 ≠ {1} then 

           𝐿𝑖 ∶=  𝐿𝑖 ∩ 𝐾[a, x] ; (Eliminate those elements of 𝐿𝑖  contains the variable t) 

       end if  

   end for 

Return ({(𝑁𝑖  , 𝑊𝑖  , 𝐿𝑖)} 𝑖=1
ℓ ) 

 

Using our Maple implementation of the INTERSECT algorithm, we obtain the following 
comprehensive intersection system of 𝐼 ∩ 𝐽 mentioned in Example 1 as follows: 
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For instance, if  𝑎 = 0, 𝑏 = 1 and 𝑐 = 1 then the seventh branch corresponds to these 
values of parameters (these values satisfy (𝑁7, 𝑊7)). Therefore, 𝐿7|𝑎=0,𝑏=1,𝑐=1will be the 

intersection of the ideal 𝐼|𝑎=0,𝑏=1,𝑐=1 ∩ 𝐽|𝑎=0,𝑏=1,𝑐=1. So,  

𝐼|𝑎=0,𝑏=1,𝑐=1 ∩ 𝐽|𝑎=0,𝑏=1,𝑐=1

= 〈𝑦2𝑧2,  𝑦3𝑧 − 𝑦2𝑧2, 𝑦2𝑧 + 𝑥𝑧, −𝑦3 + 2𝑦2𝑧 + 𝑥𝑦, −𝑦2𝑧2 − 𝑥𝑦2 + 𝑥2 〉 
The following theorem extends numeric coefficient methods to parametric coefficients 
for computing the intersections of more than two parametric polynomial ideals.  
Theorem 3. Let I1, I2, ... , Ir be parametric polynomial ideals of 𝑆 = 𝕂[a, x] and let 

𝐽 = 〈𝑡1𝐼1, … , 𝑡𝑟𝐼𝑟 , 1 − ∑ 𝑡𝑖

𝑟

𝑖=1
〉 ⊂ 𝕂[𝑎1, … , 𝑎𝑚, 𝑥1, … , 𝑥𝑛 , 𝑡1, … , 𝑡𝑟] = 𝕂[𝐚, 𝐱, 𝐭] 



Journal of National University of Skills       Special Issue 2026, Vol. 22, p. 408-435 

413 
 

where 𝑡 = 𝑡1, . . . , 𝑡𝑟 are new variables. Assume that 𝐿 ∶= {(𝑁𝑖  , 𝑊𝑖  , 𝐿𝑖)}  𝑖=1
ℓ  be a Gröbner 

system of J w.r.t. 𝐚 ≺𝑙𝑒𝑥 𝐱 ≺𝑙𝑒𝑥 𝐭. Then, the polynomials in this system that do not include 
the variables 𝑡𝑖  together with their parametric pairs will constitute a system of triples 
(Gröbner system) for 𝐼1 ∩ 𝐼2 ∩ … ∩ 𝐼𝑟 . 
 

 

Conclusion 
Gro bner systems offer a powerful tool for analyzing diverse science and engineering 
applications, akin to intersecting polynomial ideals with parametric coefficients. They 
provide deeper insights for tackling complex problems by simplifying algebraic 
expressions and systematically solving polynomial equations with parametric 
coefficients. This simplification is crucial in various applications, such as robotics and 
control theory, where streamlined calculations improve efficiency and accuracy. Like 
computing the intersection of parametric polynomial ideals, Gro bner bases simplify 
complex algebraic relationships, revealing solutions otherwise hidden.  
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 : مقدمه. 1
 یادیز یاست که کاربردها ییو جبر جابجا یردر هندسه جب یمفهوم اساس کیای های چندجملهآلاشتراک ایده

 ایاشتراک آنها به عنوان مجموعه  𝐽 و 𝐼ای آل چندجملهدارد. با توجه به دو ایده یو مهندس یدر علوم محاسبات

تعلق دارند. هنگام در نظر گرفتن اشتراک دو  𝐽 و 𝐼 آلدهیشود که به هر دو امی فیها  تعرایاز همه چندجمله

 لیو تحل هیتواند به ساده کردن محاسبات و تجزاشتراک می یگربنر برا یهیپا افتنی، 𝐽 و 𝐼ای چندجمله آلایده

 آلدهیاشتراک دو ا یی گربنر براپایه افتنی یبرا جیرا یهااز روش یکیآل ها کمک کند. ایده هاییژگیو

 یکه بلوک اول فقط حاو یاست به طور یحذف بی، و استفاده از ترتt دیرجدیمتغ کی یمعرف ،𝐽 و 𝐼ای چندجمله

t یحاو یاتک جمله کی یعنیباشد ) گرید یرهایشامل همه متغ گریو بلوک د t است  یاتر از هر تک جملهبزرگ

𝐼 گربنر یهیپا کی ،یاجملهتک بیترت نی(. با استین t یکه حاو ∩ 𝐽  گربنر  یهیدر پا ییهایاچندجمله آناز

صورت به ایآل چندجملهدو ایده  𝐽 و 𝐼تر، اگر   قی. به طور دقستندین t متغیر یکه حاو ودشیم لیتشک آلدهیا

𝐼 = 〈𝑓1, … , 𝑓𝑚〉, 𝐽 = 〈𝑔1, … , 𝑔𝑛〉  درℜ = 𝕂[𝑥1, … , 𝑥𝑛] ند، باش 

 شود: ها مطابق زیر محاسبه میصورت اشتراک آندر این

𝐼 ∩ 𝐽 = 〈𝑡𝑓1, … , 𝑡𝑓𝑚, (1 − 𝑡)𝑔1, … , (1 − 𝑡)𝑔𝑛〉 ∩ 𝕜[𝑥1, … , 𝑥𝑛]. 
 یابزار محاسبات و دیمولد مفمجموعه  کیگربنر  هیهای گربنر محاسبه شده است. پااشتراک با استفاده از پایه نیا

 ینامه دکترا انی)به پا کرد یمعرف 1965برگر در سال خکه بو است ایهای چندجملهآلمطالعه ایده یبرا یدیکل

ای های چندجملهآلدهد که به طور موثر اشتراک ایدهامکان را می نیبه ما ا ذکر شده (. روشدی[ مراجعه کن1او ]

مختلف در  یکاربردها یرا برا یارزشمند یها نشیو ب م،یکن لیو تحل هیرا محاسبه کرده و خواص آنها را تجز

 کدر میتوانیگربنر، م یهاهی. با استفاده از پامیارائه کن اتیاضیر یها هنیزم ریو سا یوتریجبر کامپ ،یهندسه جبر

. توسعه میکن لیرا تسه ینظر یهایو بررس شرفتهیو محاسبات پ میکن ترقیای عمچندجمله یهاآلدهیخود را از ا

در  یاتیح یرا به عنوان ابزار ها را ارتقا داده و آنهاآن یو کاربردها یاچندجمله یهاآلدهیمطالعه ا ،گربنر یهاهیپا

 یاچندجمله یهاآلدهیا قیعم لیو تحل هیگربنر، تجز یهاهیاز پا فادهکرده است. است تیمدرن تثب یجبر قاتیتحق

 یهاو حوزه یو درک ما از هندسه جبر کندیکمک م نهیزم نیبه ا یو به طور قابل توجه سازد،یم ریپذرا امکان

ها  ایمناسب از چندجمله ایتوان با مجموعهرا میو علمی یاز مسائل مهندس یاریبس. دهدیمرتبط را گسترش م

 نیا ن،یمختلف دارد. بنابرا یپارامترها ریمقاد یمکرر برا لیو تحل هیبه تجز ازین کهنشان داد  یپارامتر بیبا ضرا

 متون و مقالاتدر  م،یدانیجا که ما متا آنو تمرکز دارد  یپارامتر یاچندجمله یهاآلدهیمقاله صرفاً بر اشتراک ا

های مخصوص ضرایب ها، نارسایی و ضعف الگوریتمآلانگیزه اصلی مطالعه اشتراک این ایدهنشده است.  یبررس

محاسبه اشتراک  یذکر شده برا یکه روش سنت ددهنشان می ریمثال زثابت عددی برای حالت پارامتری است. 

و در صورت استفاده پاسخ صحیح برای برخی از مقادیر پارامتری  استفاده نشود ییآل هاایده نیچن یممکن است برا

    .حاصل نشود

ℜهای ایرا در حلقه چندجملهزیر  J و I ایآل چندجملهایده دو .1 مثال = 𝕂[𝑎, 𝑏, 𝑐][𝑥, 𝑦, 𝑧] صورت به

𝐼 = 〈−𝑎𝑦 + 𝑥2, 𝑐𝑦 − 𝑧, 𝑏𝑧2 + 𝑥 〉  و𝐽 = 〈𝑏𝑥 − 𝑦2, 𝑥𝑧 − 𝑎〉  که در آن میریگمیدر نظر 

𝑎, 𝑏, 𝑐  پارامتر وx ،y  وz یهستند. در بسته ریمتغ PolynomialIdeals  جبر تخصصی  نرم افزاردر
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استفاده  𝐽 و 𝐼 ایچندجمله آلدهیاشتراک دو ا یمحاسبه یبرا Intersect، تابع Mapleمحاسباتی 

 برابر است با: 𝐽 و 𝐼 اشتراک ن،یبرا. بناشودیم
𝐼 ∩ 𝐽 = 〈−𝑎𝑏𝑥𝑦 + 𝑎𝑦3 + 𝑏𝑥3 − 𝑥2𝑦2, 𝑏𝑥𝑧3 − 𝑎𝑏𝑧2 + 𝑥2𝑧 − 𝑎𝑥, 𝑐𝑥3𝑧 − 𝑎𝑐𝑥2

− 𝑎𝑥𝑧2 + 𝑎2𝑧, 𝑎𝑥𝑦𝑧 − 𝑥3𝑧 − 𝑎2𝑦 + 𝑎𝑥2, −𝑏2𝑥𝑧2 + 𝑏𝑦2𝑧2  − 𝑏𝑥2

+ 𝑥𝑦2,   𝑐𝑥𝑦𝑧 − 𝑎𝑐𝑦 − 𝑥𝑧2 + 𝑎𝑧, −𝑏𝑐𝑥𝑦 + 𝑐𝑦3 + 𝑏𝑥𝑧
− 𝑦2𝑧, −𝑏𝑐𝑥3 + 𝑐𝑥2𝑦2 + 𝑎𝑏𝑥𝑧 − 𝑎𝑦2𝑧, 𝑎𝑏2𝑥2𝑧2 − 𝑏𝑥3𝑦𝑧2 

− 𝑎2𝑏𝑦2𝑧 + 𝑏𝑥4𝑧 + 𝑎2𝑏𝑥𝑦 − 𝑎𝑥2𝑦2, 𝑏2𝑐𝑥2𝑧 − 𝑎𝑏𝑐𝑦2 − 𝑏𝑥𝑦𝑧2

+ 𝑎𝑏𝑦𝑧 + 𝑎𝑏𝑥 − 𝑎𝑦2, 𝑎𝑏𝑐𝑥2 − 𝑎𝑐𝑥𝑦2 + 𝑎𝑦2𝑧2 − 𝑥2𝑦𝑧2  − 𝑎2𝑏𝑧
+ 𝑥3𝑧 + 𝑎2𝑦 − 𝑎𝑥2, −𝑏2𝑐2𝑥2 − 𝑏2𝑐𝑥𝑧2 + 𝑏𝑐2𝑥𝑦2 + 𝑎𝑏2𝑐𝑧
− 𝑏𝑐𝑥2 + 𝑐𝑥𝑦2 − 𝑥𝑦𝑧 + 𝑎𝑦, −𝑎𝑏2𝑐𝑥2 − 𝑎𝑏2𝑥𝑧2 + 𝑎𝑏𝑐𝑥𝑦2

+ 𝑏𝑥2𝑦𝑧2 + 𝑎2𝑏2𝑧 − 𝑏𝑥3𝑧 − 𝑎2𝑏𝑦 + 𝑎𝑥𝑦2 〉 
 

 :میفوق دار آلایدهدر  c = 1و  a = 0 ،b = 1 ینیگزیجا با

 
 𝐼 ∩ 𝐽|𝑎=0,𝑏=1,𝑐=1 = 〈−𝑥2𝑦2 + 𝑥3, 𝑥𝑧3 + 𝑥2𝑧, 𝑧𝑥3, −𝑧𝑥3, −𝑧𝑥3, 𝑦2𝑧2 + 𝑥𝑦2 − 𝑥𝑧2 −

𝑥2, 𝑥𝑦𝑧 − 𝑥𝑧2, 𝑦3 − 𝑦2𝑧 − 𝑥𝑦 + 𝑥𝑧, 𝑥2𝑦2 − 𝑥3, −𝑥3𝑦𝑧2 + 𝑥4𝑧, −𝑥𝑦𝑧2 +
𝑥2𝑧, −𝑥2𝑦𝑧2 + 𝑥3𝑧, 2𝑥𝑦2 − 𝑥𝑦𝑧 − 𝑥𝑧2 − 2𝑥2, 𝑥2𝑦𝑧2 − 𝑥3𝑧〉 

𝐼|𝑎=0,𝑏=1,𝑐=1 حاصل ریمقاد نیا یحال، برا نیا با ∩ 𝐽|𝑎=0,𝑏=1,𝑐=1  زیرا اشتباه است 
𝐼|𝑎=0,𝑏=1,𝑐=1 ∩ 𝐽|𝑎=0,𝑏=1,𝑐=1 = 〈𝑥2, 𝑧2 + 𝑥, 𝑦 − 𝑧〉 ∩  〈𝑥𝑧, −𝑦2 + 𝑥〉 = 

〈𝑧𝑥2, 𝑧2𝑥, 𝑦𝑧𝑥, 𝑥𝑦2 − 𝑥2, 𝑦2𝑧 + 𝑥𝑧, 𝑦3 − 𝑥𝑦 + 2𝑥𝑧〉 
 

پارامتری  آلایده دو اشتراک  ها،پارامتر ریکدام مقاد یبرا که شودسوال می نیمثال منجر به ا نیاحاصل از  ینتیجه

  مند بهعلاقه یتر، ممکن است فرد قی؟ به طور دقآل استدو ایده اشتراک مقداردهی برابر با ،داده شده مقدار

:𝜎ازای هر همریختی تخصیص پارامتری هایی باشد که در آن رابطه تساوی زیر بهپارامتر ریمقاد نییتع 𝕂[𝑎] →

 𝕂′ ⊇ 𝕂 :برقرار باشد 
𝜎(𝐼 ∩ 𝐽) = 𝜎(𝐼) ∩ 𝜎(𝐽). 

 
 یپارامتر یاچندجمله آلدهی( اشتریبتعداد  ایدو ) یاشتراک جامع را برا یهاهدف، ما دستگاه نیبه ا دنیرس یبرا

نر جامع گرب هایروش، ما از دستگاه نی. در امیکنیم طراحیمحاسبه آن  یرا براتمییو الگور میکنیم شنهادیپ

  کنیم.استفاده می
 

 جامع گربنر هایدستگاه. 2

 
نسبت داده  2وایزفنینگ  ها بهآن یهاتمیگربنر( و الگور یهادستگاه یبه سادگ ای) 1گربنر جامع یهادستگاه منشأ

                                                           
1 Comprehensive Gröbner systems 

2 Weispfenning  



 435-408، 23، دوره 1405 ویژه نامه فصلنامه علمی کارافن،                                   های...و الگوریتم اشتراک جامع یهادستگاه

417 
 

[. هنگام کار با 2کرد ] یمعرف یپارامتر بیبا ضرا یاگربنر به چندجمله یهاهیکه آن را به عنوان بسط پا شودیم

پارامتر را به تعداد  یکند فضاما کمک می بهگربنر آن  دستگاه افتنی ،یپارامتر  با ضرایبای چندجمله آلایده کی

پارامتر  ریاست. با وارد کردن مقاد هاایاز چندجمله ای. هر سلول مربوط به مجموعهمیکن میسلول تقس یمحدود

آن  یبرا آلدهیی گربنر اکه با هم پایه م،یمرتبط با آن را مشخص کن یاو چندجمله قیسلول دق میتوانیخاص، م

های گربنر را دوباره مرور مفهوم پایه دیعنوان نقطه شروع، اجازه ده به .دهندیم لیخاص را تشک رپارامت ریمقاد

  .دینیبب [ را3]تر، لطفاً  قیاطلاعات عم ی. برامیکن

گ انگلفی وهنمایرا بوخبرگر تحت نووبر یاکترد یسالهدر ر هانآ یمحاسبه یتمروگلا لینو او گربنر هایپایه ممفهو

 قعدر وا .[5]توسط او بهبود بخشیده شد  1979و محاسبه آن در سال  [1]شدند ی معرف 1965 لسادر  گربنر

. دبو صفر بعداز  یاچندجمله لآهیدا یک با متناظری قسمت رجخا فضای یابری مناسب نمایش یافتن بوخبرگر فهد

را آن  هنمایشرا دستاا رفتخاا به بعدها بوخبرگر که شد یاردستاندا یپایهی معرف زسا مینهز ،مناسب نمایش ینا

 با 1979 لسادر  نستاتو ی. ودبو رداربرخوی یلابا تمحاسبای دگپیچیاز  1بوخبرگر یتمروگل. انامید گربنر یپایه

 دهستفاا با [6]در  1983 لسادر  زاردلا نیلدا .[1]نماید  سریعترو  تمندتررقدرا  دخو یتمروگلا محک،دو  یئهارا

 یمحاسبه دبهبو یمینهی در زعطف یقطهن دخو ینا که بخشد دبهبورا  گربنر یپایه یمحاسبه نستاتوی جبرخطاز 

 5Fیتم روگلا که [8 ,7] دکر ئهرا ارا 5Fو  4Fی یعن دخو رمشهو یتمروگلدو ا ژرفو نهایتدر .ستا گربنر یپایه

برای  .هیمدیم ارقر مطالعه ردها را مودر ادامه  این پایه .ستا نتاکنو گربنر یی پایهمحاسبه یتمروگلا ترینسریع

ی را معرفی اتک جمله ترتیب یک بیان و سپسرا  هچند متغیر هاییاچندجمله یحلقه این منظور در ابتدا

   کنیم.می

,𝓍1رهای متغی حسب بر یاجملهتک یک … , 𝓍𝑛 از متغیرهای تواندار یضربحاصل 𝓍𝛼 =  𝑥1
𝛼1 … 𝑥𝑛

𝑎𝑛 ست ا

𝛼که به قسمی = (𝛼1, … , 𝛼𝑛) گر بردار . اباشدی نامنف صحیح ادعداز ا یداربر 𝛼 = (0, … 𝑥𝛼 هگانآ (0, =

|𝛼| رتصوبهداده و  شینما |𝛼| را با نماد 𝑥𝛼 یجهدر نیهمچن ، 1 = ∑ 𝑎𝑖
𝑛
𝑖=1 کنیم  ضفر .کنیمیم تعریف

𝕂 ی اچندجمله هر. باشد انمید یک𝑓 متغیرهای  حسب بر𝓍1, … , 𝓍𝑛 از یمتناه یادتعدی خط ترکیب 

𝑓به شکل  که ستا 𝕂در  یباضر با هایاجملهتک = ∑ 𝑎𝛼𝑥𝛼
𝛼∈𝐴 آن و در  باشدیم𝐴 ⊂ 𝕫≥0

𝑛 ی اعهیر مجموز

𝛼𝛼و  ستی امتناه  ∈  𝕂 های یاجملهتک یباضر ها𝑥𝛼 در 𝑓 ی اچندجمله یجهدر ،همچنین. هستند𝑓  بارا 

 :کنیمیم تعریف یرز رتصوبهداده و  نمایش deg (𝑓) دنما

 
deg(𝑓) = max{|𝑎| | 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑎𝑎  ≠ ∘ }  

,𝓍1متغیرهای  بحس بر هایاچندجمله یهمهاز  متشکل مجموعه … , 𝓍𝑛 در  یباضر با𝕂 عملدو  اههمربه 

 ستا ممرسو همتغیر چند هاییاچندجمله یحلقه به که هنددیم یاحلقه تشکیل هایاچندجمله بضرو  جمع

ℜ دنما باو  = 𝕂[𝑥1, … , 𝑥𝑛] ی جهدر که همتغیر یک هاییاچندجمله یحلقه فخلا بر. دشویمداده  نمایش

 به زنیا همتغیر چند هاییاچندجمله یحلقهدارد، در  هانآ یمقایسهدر  یاهکنند تعیین نقش هایاجملهتک

 یم: دار ترتیبی نوع تعریف

∘ ≤ℤروی  ≻ یکل ترتیب یک
𝑛  هر  یازابه ههرگا گوییم یاجملهتک ترتیب یکرا𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ ℤ≥ ∘

𝑛 : 

                                                           
1 Buchberger’s algorithm 
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𝛼اگر  .1 ≺ 𝛽 هگانآ 𝛼 + 𝛾 ≺ 𝛽 + 𝛾 

∘ ≤ℤروی  ≻ب ترتی .2
𝑛 ترتیب باشد.خوش   

 

 یک یرز یکبهیک تناظراز  دهستفاا با. باشد ℜ یحلقه هاییاجملهتک متما یمجموعه 𝕄(ℜ)کنیم  ضفر

∘ ≤ℤی رو یاجملهترتیب تک
𝑛 ی رو یاجمله تک ترتیب یک بهℜ دشویم تبدیل: 

 
𝕄(ℜ) → ℤ≥ ∘

𝑛  
𝑥1

𝛼1 … 𝑥𝑛
𝛼𝑛 → (𝛼1, … , 𝛼𝑛) 

 

𝑥𝛼 یاجملهتکدو  یازابه این تناظر، بنابر , 𝑥𝛽 ∈ ℜ گرا 𝑎 ≺ 𝛽 کنیم یم تعریف هگانآ𝑥𝛼 ≺ 𝑥𝛽 . 

𝛽 اشاره کرد که در آن 1لفباییا توان به ترتیبمی یاجمله تک هایترتیب ترینمهم از ≺𝑙𝑒𝑥 𝛼 لیناو ههرگا 

𝛼چپ  سمت ناصفر یمؤلفه − 𝛽 کنید  ضفر .باشد مثبتℜ = 𝕂[𝑥1, … , 𝑥𝑛]  یاجملهتک ترتیب یک ≻و 

𝑓ی اچندجمله. باشد ℜی رو = 𝑎𝑎𝑥𝑎 + ⋯ + 𝑎𝛾𝑥𝛾  را که در آن𝑥𝛾 ≺ ⋯ ≺ 𝑥𝑎  و𝑎𝑎 ≠  نظردر  0

𝑎𝑎ترتیب  هب ≻ به نسبت 𝑓 4یوی پیشرجملهو  3وپیشر ضریب ،2وپیشر یاجمله تکاز  رمنظو. گیریمیم , 𝑥𝛾 و 

𝑎𝑎𝑥𝑎 های دنما با که ستاLC≺(𝑓), LM≺(𝑓)  وLT≺(𝑓) لآهیداشود. همچنین یم داده نمایش 𝐼 ⊂

𝕂[𝑥1, … , 𝑥𝑛] هایاجمله تکاز  (ییا نامتناهی )متناه مجموعه یک توسط ههرگا نامیم یاجمله تکی لآهیدرا ا 

𝐼 نیمک ضفر .دشو تولید ⊂ ℜ = 𝕂[𝑥1, … , 𝑥𝑛] ی اجملهتک ترتیب ≻و  هایاچندجمله یحلقهی در لآهیدا

 :کنیمیم تعریف یرز رتصوبه ≻ به نسبترا  𝐼 5یوپیشر لآهیدا رتصوین. در اباشد ℜی رو
LT≺(𝐼) = 〈𝐿𝑇≺(𝑓) | 𝑓 ∈ 𝐼〉. 

 لآهیدا ثابت کرد که هر نیکسود 1913سال  درت. سا یاجملهتکی لآهیدا LT≺(𝐼) ستا مشخص که رطونهما

,𝑔1های یا(. پس چندجملهنیکسود دارد )لمی متناه مولد مجموعه کی یاجملهتک … , 𝑔𝑘 ∈ 𝐼 نددموجو 

 کهیقسمبه

LT≺(𝐼) = 〈𝐿𝑇≺(𝑔1), … , 𝐿𝑇≺(𝑔𝑘)〉. 

𝐺ی ذکر شده یعنی  به مجموعه = {𝑔1, … , 𝑔𝑘} ⊂ 𝐼 گربنر یپایه کی 𝐼 گوییم. یکی از می ≻ به نسبت

ℜدر  یاچندجمله هایهاگستد حل گربنر هایپایه هایدبررکا ترینمهم = 𝕂[𝑥1, … , 𝑥𝑛] باشد. یم 

ℜی در حلقه 𝐼آل ی گربنر ایدهتا کنون پایه = 𝕂[𝑥1, … , 𝑥𝑛] ای مطالعه جملهرا نسبت به یک ترتیب تک

در  یمتعدد یگربنر کاربردهاهای پایهقرار داشتند.  𝕂ها در میدان دلخواه این ضرایب چندجملهکردیم که در آ

ای از معادلات چندجمله ییهاشامل دستگاه یعمل سایلاز م یاریدارند. از آنجا که بس یعلوم و مهندس ات،یاضیر

                                                           
1 Lexicographic order 
2 Leading monomial 
3 Leading coefficient 
4 Leading term 
5 Leading ideal 
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 یدر کاربردها توسیع، نیاست. ا یضرور هادستگاه نیمطالعه ا یگربنر برا یهاهیپارامترها است، گسترش پا یحاو

هندسه [، 13، 14، 15] کیربات،[29]دیفرانسیل معادلات [، 9، 10، 11، 12] یپارامتر یمانند جبر خط مختلف

 توانیگربنر را م یهادارد. دستگاه نقش مهمی ...و [،  14، 18]ی کیالکتر ی، شبکه ها[12، 16، 17] یجبر

 بیبا ضرا یاچندجمله یهاآلدهیبه ا یعدد بیضرا با یاچندجمله یهاآلدهیگربنر از ا یهاهیعنوان بسط پابه

که هر است  هاتاییاز سه تناهیمجموعه م کیگربنر شامل  دستگاه کیدر نظر گرفت. به طور خاص،  یپارامتر

است.  یای پارامترمجموعه چندجمله کی( و ناصفرو  صفر یپارامتر طیجفت شرا کی) یپارامتر ودیشامل ق کی

وجود دارد  یپارامترها(، شاخه ا یعدد صی)تخص مقداردهیهر  یاست که برا نیا ی دستگاه گربنردیکل یژگیو

 یی گربنر را براپارامترها، پایه ینیگزیز جاپس ا هاایکند، و مجموعه چندجملهانتساب را برآورده می نیکه ا

گربنر،  هایدستگاه ای، یپارامتر گربنر هایدهد. با تمرکز بر پایهمی لیتشک ی تخصیص داده شدهآل پارامترایده

 پردازیم.میآنها  معرفی به صهبه طور خلا

 1992گربنر( برای اولین بار در سال طور خلاصه دستگاه ی گربنر پارامتری یا دستگاه گربنر جامع )بهمفهوم پایه

ی دستگاه گربنر را ارائه کرد. در وی در این مقاله اولین الگوریتم محاسبه .معرفی شد [2]توسط وایزفنینگ در 

را مورد مطالعه قرار  1نام تخصیصص بههای گربنر تحت تاثیر یک همریختی خاکالک برنر پایایی پایه 1997سال 

ی این دو مفهوم را فراهم کرد. در تر برای محاسبههای سریعی پیدایش الگوریتمها بعد زمینهکه سال [19]داد 

ولین الگوریتم سریع و کاربردی ، ا[2]ی طراحی الگوریتم وایزفنینگ با استفاده از ایده [14]مونتس در  2002سال 

با استفاده از نتایج بسیار مهم و  [21]در  سوزوکی و ساتو 2006در سال . ی دستگاه گربنر را ارائه کردمحاسبه

رائه کنند. در سال ی گربنر فراگیر ای دستگاه گربنر و پایهای جدید برای محاسبهمفید کالک برنر توانستند شیوه

های وایزفنینگ  با استفاده از الگوریتم ساتو و سوزوکی و همچنین ایده [22]کاپور و همکارانش در   2010

برگرفته شده  2KSWرا طراحی کردند )عنوان  KSW تمیالگوری دستگاه گربنر با نام ترین الگوریتم محاسبهسریع

 یبرا کمینه کسونید هیپا عنوانبهمفهومیاز  KSW تمیالگورباشد(. می  [22]از ابتدای نام نویسندگان مقاله 

 یپارامتر طیشرا یبرا کالیراد تیعضوجدید جهت بررسی  روش کیکند و یاستفاده م یاضاف یهاشاخهحذف 

-یسوزوک تمیدر الگور یضرور ریغ یهاشاخه KSW تمیها، الگور کیتکن نیدهد. با استفاده از ایناصفر انجام م

محاسبات  یدهقان ریاخ یهاشود. در سالمی جادیا یدر خروج یکمتر یشاخه ها جهیکند و در نتساتو را حذف می

 یهاتمیو الگور ی بهبود بخشیدای پارامترچندجمله یهاآلدهیمطالعه ا ترعمیق یگربنر را با بررس یهادستگاه

الگوریتم کارامد   [28]سرانجام دهقانی در [. 23، 24، 25، 26، 27، 29] طراحی کرد نهیزم نیدر ا و موثری کارآمد

های جبرخطی پارامتری به افراز فضای پارامتری را معرفی کرد که با استفاده از تکنیک GESGVWCGSخود با نام 

.  در ادامه است( CGSو  GVWو  GESز ترکیب سه الگوریتم برگرفته شده ا GESGVWCGSپردازد )عنوان می

 کنیم. پس از بیان مقدمات، مفهوم دستگاه گربنر را مختصرا معرفی می

𝑆فرض کنیم  = 𝕂[𝑎][𝑥] های پارامتری باشد که در آن  ایی چندجملهحلقه𝑥 = 𝑥1, … , 𝑥𝑛 ای از دنباله

𝑎متغیرها و  = 𝑎1, … , 𝑎𝑚 ای در جملهی از پارامترها است. هر تکادنباله𝑆  به شکل(∏ 𝑎𝑖)𝛿(∏ 𝑥𝑗)
𝛾

 

                                                           
1 Specialization 
2 Kapur, Sun, Wang 
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𝛾است که در آن  ∈ ℕ𝑛  و𝛿 ∈ ℕ𝑚 صورت و برای سادگی به𝒂𝛿𝒙𝛾 جملهی تکشود. برای مقایسهنوشته می-

ای روی متغیرها جملهیک ترتیب تک 𝑥≻ای است: اگر جملهنیاز به معرفی یک ترتیب تک  𝑆های موجود در ای

 عبارتست از  𝑥,𝑎≻ای جملهترتیبی روی پارامترها باشد آنگاه ترتیب تک 𝑎≻و 

𝑥𝛾𝑎𝛿 ≺𝑥,𝑎 𝑥𝛼𝑎𝛽  اگر𝑥𝛾 ≺𝑥 𝑥𝛼  یا𝑥𝛾 = 𝑥𝛼  و𝑎𝛿 ≺𝑎 𝑎𝛽 
,𝛿که در آن  𝛽 ∈ ℕ𝑚   و𝛼 ∈ ℕ𝑛 . 

 

,𝐹.  فرض کنیم 1تعریف  𝐺𝑖 ⊂ 𝑆  و(𝑁𝑖 , 𝑊𝑖) ⊂ 𝕂[𝒂] × 𝕂[𝒂] ازای به𝑖 = 1, … , 𝑙ی سه. مجموعه-

ℊهای تایی = {(𝑁𝑖, 𝑊𝑖, 𝐺𝑖)}𝑖=1
ℓ آل یک دستگاه گربنر ایده〈𝐹〉  روی𝔸 ⊂ 𝕂

𝑚
-نسبت به ترتیب تک 

⋃شود هرگاه نامیده می 𝑥,𝑎≻ای جمله 𝕍(𝑁𝑖) \ 𝕍(𝑊𝑖) = 𝔸ℓ
𝑖=1 ازای هر و به𝑖  :داشته باشیم 

 ی مجموعه𝜎(𝐺𝑖) ⊂ 𝕂[𝑥] گربنر  یک پایه〈𝜎(𝐹)〉  نسبت به≺𝑥 که در آن قسمیباشد به

𝜎همریختی   ∶ 𝕂[𝑎] → 𝕂  تخصیص دلخواهی است که در(𝑁𝑖 , 𝑊𝑖) کند.صدق می 

𝔸اگر  = 𝕂
𝑚

های تایینامیم. به هر یک از سهمی 〈𝐹〉را یک دستگاه گربنر  ℊصورت خلاصه بهآنگاه  
(𝑁𝑖 , 𝑊𝑖, 𝐺𝑖)  درℊ گوییم. همچنین، ی دستگاه گربنر مییک شاخه𝑁𝑖 و  ی شرایط صفررا مجموعه𝑊𝑖  را

𝑁𝑖)نامیم. نهایتا ی شرایط ناصفر میمجموعه , 𝑊𝑖) گوییم هرگاه  1اررا زوج سازگ𝕍(𝑁𝑖) \ 𝕍(𝑊𝑖) ≠ و در  ∅

باشد. در ادامه مثالی از دستگاه گربنر نامیم که از دستگاه گربنر قابل حذف میرا ناسازگار می صورت آنغیر این

 محاسبه شده است.  Mapleدر   GESGVWCGSکنیم که با اجرای الگوریتم آل را بیان مییک ایده

 

,𝑎م فرض کنی .2مثال  𝑏  پارامتر و𝑥, 𝑦 ی زیر متغیر هستند و مجموعه 

𝐹 = {(𝑎 − 𝑏)𝑥𝑦 + (𝑏 − 1)𝑦, 𝑥2  +  (2 −  𝑏)𝑦} ⊂ 𝕂[𝑎, 𝑏][𝑥, 𝑦] 
ای جملهنسبت به ترتیب تک 〈𝐹〉دستگاه گربنر  یکآلی با ضرایب پارامتری باشد. ی مولد برای ایدهیک مجموعه

𝑏 ≺𝑙𝑒𝑥 𝑎 ≺𝑙𝑒𝑥 𝑦 ≺𝑙𝑒𝑥 𝑥 بارتست از: ع 

2

2

2

2

2 2 2 3 2 2

2 2

([ 2, 2],[], [ , ])

([ ],[b 2,b 1], [by y,x ])

([ 2],[ 2] [axy 2xy y,x

(

, ]).

([],[ , 2], [ , 2 ,

(2 2 2 4 ) ( 2 1

[b 1,a 1],

)

[], [x ]

]

)

b a y x

b a

b a y

a b b axy bxy by y by x y

b a b ab b a ab b b y

y

y

+











 

   

   

       

   



 



  
 ریمقاد نی، شاخه چهارم با اa=3,b=2با انتخاب تصادفی مقادیر است.  تاییگربنر فوق شامل پنج سه دستگاه

+ 𝑥𝑦}لذا پارامتر مطابقت دارد.   𝑦, 𝑥2 , 𝑦} آلایده یی گربنر براپایه کی 𝐹|𝑎=3,𝑏=2 است.  

 اشتراک جامعی ها. دستگاه3

                                                           
1 Consistent pair 
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کرده و  یمعرف یای پارامترهای چندجملهآلایده یاشتراک جامع را برا هایبخش، مفهوم دستگاه نیا در

 یبررس یای پارامترچندجمله آلدهیدو ا یمورد را برا نیدهیم . در ابتدا، امی ارائهمحاسبه آن  یبرا تمییالگور

های آل. اشتراک ایدهمیدهیگسترش م هاآلدهیاز ا یترشیدربرگرفتن تعداد ب یآن را براسپس و  میکنیم

ها حلمعمولاً شامل مطالعه راه و است ییو جبر جابجا یدر هندسه جبر یمفهوم اساس کی یای پارامترچندجمله

در  دارند. یاز پارامترها بستگ یاکه به مجموعه شودی میااز معادلات چندجمله یامجموعه مشترک یهاشهیر ای

 کنیم. ای با ضرایب پارامتری را معرفی میآل چندجملهمه دستگاه اشتراک دو ایدهادا
 

𝑆در  یای پارامترآل چندجملهدو ایده Jو  I دیفرض کن. 2 فیتعر = 𝕂[𝐚, 𝐱]  .ی متناه تایی مجموعه سهباشند

𝐿 = {(𝑁𝑖  , 𝑊𝑖 , 𝐿𝑖)} 𝑖=1
ℓ  اشتراک جامع دستگاهیک 𝐼 ∩  𝐽 هر  یبرا شود هرگاهامیده مینi صیتخص و هر 

𝜎: 𝕂[𝑎]  →  𝕂′ ⊇  𝕂 ی پارامتر تیمحدود در که(𝑁𝑖  , 𝑊𝑖) ی رابطه کند صدق 

𝜎(𝐿𝑖)  =  𝜎(𝐼)  ∩  𝜎(𝐽)  .برقرار باشد 

. ودنماشتراک جامع ارائه  دستگاه کیمحاسبه  یرا برا INTERSECT تمیالگور توانیم فیتعر نیاساس ا بر

𝐼ای آل چندجملهکار، دو ایده نیانجام ا برای = ⟨𝑓1, . . . , 𝑓𝑚⟩  و𝐽 = ⟨𝑔1, . . . , 𝑔𝑛⟩  ی حلقهر را د𝑆 =

𝕂[a, x] دهیم: آل زیر را تشکیل میگیریم. سپس ایدهدرنظر می 

 
𝐻 = 〈𝑡𝑓1, … , 𝑡𝑓𝑚, (1 − 𝑡)𝑔1, … , (1 − 𝑡)𝑔𝑛〉  ⊂ 𝑆[𝑡] = 𝕂[𝐚, 𝐱, t] 

 

 بی)ترتکنیم محاسبه می  a ≺𝑙𝑒𝑥x ≺𝑙𝑒𝑥 t یجمله اتک نسبت به ترتیبرا  H آلیدهگربنر ا دستگاه کی و

 خود را در هر شاخه t ریکه متغ دستگاه نیدر ا هایییااست(. چندجمله aو  xبزرگتر از  tکه در آن  الفبایی

آل که مجموعه مولد اشتراک دو ایده دهندیم لیتشک یی گربنرطه، پایهمربو یپارامتر طیشرا با توجه به ،ندارند

اشتراک  دستگاه کیمحاسبه  یرا برا INTERSECT تمیالگور میتوانیم وضیحاتت نیاساس ا برباشند. می

 . میجامع ارائه کن

Algorithm 1. INTERSECT 

Input: 𝐼 = ⟨𝑓1, . . . , 𝑓𝑚⟩ and 𝐽 = ⟨𝑔1, . . . , 𝑔𝑛⟩: Polynomial ideals in 𝑆 = 𝕂[𝐚, 𝐱] 

Output: A comprehensive intersection system of 𝐼 ∩  𝐽 
 𝐻 ∶=  ⟨𝑡𝑓1, . . . , 𝑡𝑓𝑚, (1 −  𝑡)𝑔1, . . . , (1 −  𝑡)𝑔𝑛⟩ a GS of 𝐻 w. r. t. a ≺𝑙𝑒𝑥 x ≺𝑙𝑒𝑥  t  

𝐿 ∶= {(𝑁𝑖 , 𝑊𝑖 , 𝐿𝑖)} 𝑖=1
ℓ   

 for (𝑁𝑖  , 𝑊𝑖  , 𝐿𝑖) ∈  𝐿 do 

       if 𝐿𝑖 ≠ {1} then 
            𝐿𝑖 ∶=  𝐿𝑖 ∩ 𝕂[𝐚, 𝐱];  (Eliminate those elements of 𝐿𝑖  contains the variable 𝑡)  

       end if  

   end for 

Return({(𝑁𝑖 , 𝑊𝑖  , 𝐿𝑖)} 𝑖=1
ℓ ) 
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  است. خروجی آن درسترسد و می انیبه پا تعداد متناهی مرحلهدر  INTERSECT تمیالگور .1 هیقض

 

 ی کند. درستیم نیرا تضم INTERSECT تمیگربنر خاتمه الگور محاسبات دستگاه پایان پذیری .اثبات

  ی آل در حلقهاشتراک دو ایده یسبهامح یبرا توضیح داده شده از روش استاندارد ماًیمستقنیز  تمیالگور 

𝑅ثابت  بیبا ضرا هاایچندجمله = 𝕂[x] عنوانتر، بهقی[. به طور دق11 هی، قض187، صفحه 4] ردیگنشات می 

𝑁𝑖)تایی سه مثال  , 𝑊𝑖  , 𝐿𝑖)  گربنر  از دستگاهراL  در مرحلهi-حلقه  یام اجراfor  اگرمیریگمیدر نظر . 

𝐿𝑖 یعهمجمو ≠ 𝐿𝑖 موجود در یتمام پارامترهاآنگاه چون  {1} ≠  حذف هیقض میتوانیصفر هستند، م ریغ {1}

𝑁𝑖) یپارامتر طیشرادر است که  𝐽 و 𝐼اشتراک همان مجموعه مولد  𝐿𝑖هر  نی. بنابرامیرا اعمال کن  , 𝑊𝑖) صدق 

 کند.      می

 

که توسط نویسنده کدنویسی شده،  INTERSECT تمیالگور Maple یاجرا با استفاده از ریمثال ساده ز

  محاسبه شده است.

 

 . میریگمیرا در نظر  1های ذکر شده در مثال آلایده .3 مثال

 𝐼 = ⟨−𝑎𝑦 + 𝑥2 , 𝑐𝑦 −  𝑧, 𝑏𝑧2  +  𝑥⟩  &  𝐽 = ⟨𝑏𝑥 − 𝑦2 , 𝑥𝑧 − 𝑎⟩ 
برای را  ریاشتراک جامع ز ، دستگاهINTERSECT تمیاز الگور خود Maple یساز ادهیبا استفاده از پآنگاه 

𝐼 ∩ 𝐽 میآوربدست می ریبه شرح ز: 
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𝑎  به عنوان مثال، اگر  = 0, 𝑏 = 𝑐 = پارامترها  ریمقاد نیبا اجامع، اشتراک  شاخه هفتم دستگاهگاه آن 1

,𝑁7) در ریمقاد نیمطابقت دارد )ا 𝑊7) ی مجموعه نیبنابرا ند،کنیم صدق𝐿7|𝑎=0,𝑏=1,𝑐=1 آل برابر ایده 

 𝐼|𝑎=0,𝑏=1,𝑐=1 ∩ 𝐽|𝑎=0,𝑏=1,𝑐=1 ص یهر تخص یبدان معناست که برا نیخواهد بود. اσ  که مجموعه شرایط

(𝑁7, 𝑊7)  :را برآورده کند داریم𝜎(𝐼) ∩ 𝜎(𝐽) = 𝜎(𝐿7)و خلاصه:  طور معادل. به 
𝐼|𝑎=0,𝑏=1,𝑐=1 ∩ 𝐽|𝑎=0,𝑏=1,𝑐=1

= 〈𝑦2𝑧2,  𝑦3𝑧 − 𝑦2𝑧2, 𝑦2𝑧 + 𝑥𝑧, −𝑦3 + 2𝑦2𝑧 + 𝑥𝑦, −𝑦2𝑧2 − 𝑥𝑦2

+ 𝑥2 〉 
ای با هآل چندجملاز دو ایده شیمحاسبه اشتراک ب یتوان برایم ی وجود دارد کهذکر است که روش مشابه انیشا

 است. یپارامتر بایگزاره در مورد ضر نیا میتعم ریز هی[. قض6,19، گزاره 3اعمال کرد ] یعدد بیضرا
 

𝑆ی در ای پارامترچندجمله یهاآلایده r, I, ... 2, I1I  دفرض کنی .2 هیقض = 𝕂[𝐚, 𝐱] آل. ایدهباشند 

𝐽 = 〈𝑡1𝐼1, … , 𝑡𝑟𝐼𝑟, 1 − ∑ 𝑡𝑖

𝑟

𝑖=1
〉 ⊂ 𝕂[𝑎1, … , 𝑎𝑚, 𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑡1, … , 𝑡𝑟] = 𝕂[𝐚, 𝐱, 𝐭] 

,𝕂[𝑎1  های با ضرایب پارامتریایی چندجملهرا در حلقه  … , 𝑎𝑚 , 𝑥1, … , 𝑥𝑛 , 𝑡1, … , 𝑡𝑟] = 𝕂[𝐚, 𝐱, 𝐭]  درنظر

𝐿هستند.  فرض کنید  یمتغیرهای جدید r,t...  ,2, t1t بگیرید که در آن ∶= {(𝑁𝑖 , 𝑊𝑖 , 𝐿𝑖)}  𝑖=1
ℓ  یک

𝐚نسبت به ترتیب   Jآل دستگاه گربنر ایده ≺𝑙𝑒𝑥 𝐱 ≺𝑙𝑒𝑥 𝐭 تایی ازای هر سهبه ،صورتباشد. در این

(𝑁𝑖  , 𝑊𝑖  , 𝐿𝑖) ∈ 𝐿هایی از ای، چندجمله𝐿𝑖  که شامل متغیرهای جدید r,t, ... 2, t1t   نیستند تشکیل یک

𝐼1آل دستگاه گربنر برای ایده ∩ 𝐼2 ∩ … ∩ 𝐼𝑟 شرایط صفر و ناصفر متناسب با (𝑁𝑖  , 𝑊𝑖) دهند. می 
 

𝑁𝑖)تایی دلخواه یک سهاثبات.   , 𝑊𝑖  , 𝐿𝑖) ∈ 𝐿  ای گیریم. اگر چندجملهرا در نظر میg  تحت شرایط پارامتری

(𝑁𝑖  , 𝑊𝑖)  متعلق به اشتراک𝜎(𝐼1), 𝜎(𝐼2), … , 𝜎(𝐼𝑟) توانیم گاه میباشد آنg صورت زیر نمایش دهیم:را به 

𝑔 = ∑ 𝑡𝑖𝑔

𝑟

𝑖=1

+ (1 − ∑ 𝑡𝑖

𝑟

𝑖=1

) 𝑔 

 
𝜎(𝐽تحت این شرایط متعلق به gای دهد چندجملهکه نشان می ∩ 𝕂[𝐚, 𝐱])  است. بنابراین 

𝜎(𝐼1) ∩ 𝜎(𝐼2) … ∩ 𝜎(𝐼𝑟) ⊆ 𝜎(𝐽 ∩ 𝕂[𝐚, 𝐱]). 
 

𝑁𝑖)اگر تحت شرایط صفر و ناصفر از طرف دیگر،   , 𝑊𝑖)ای ، چندجملهf  در𝜎(𝐽 ∩ 𝕂[𝐚, 𝐱])  موجود باشد

  زیر  بنویسیم:فرم را به  fتوانیم نیز است. پس می 𝜎(𝐽)به  متعلق fای چندجملهوضوح به

𝑓 = (∑ ∑ 𝑓𝑖𝑗𝑡𝑖𝑔𝑖𝑗)

𝑗

𝑟

𝑖=1

+ (1 − ∑ 𝑡𝑖

𝑟

𝑖=1

)𝑔 

g, 𝑓𝑖𝑗که در آن ∈  𝑆[𝐭]   و𝑔𝑖𝑗 ∈ 𝜎(𝐼𝑖) 1ازای هر به ≤ 𝑖 ≤ 𝑟 با انتخاب  .𝑡𝑛 = 𝑡𝑚و  1 = و زمانی  0

𝑚که  ≠ 𝑛گیریم ، نتیجه می𝑓 ∈ 𝜎(𝐼𝑛)1، ازای هر. حال به ≤ 𝑛 ≤ 𝑟 استنباط  مقادیر نیا ختصاصبا ا

𝑓ها، رابطه عضویت تاییبرای همه سهشود که می ∈ 𝜎(𝐼𝑛)  برقرار است. درنتیجه 

𝑓 ∈ 𝜎(𝐼1) ∩ 𝜎(𝐼2) … ∩ 𝜎(𝐼𝑟) ⇒ 𝜎(𝐽 ∩ 𝕂[𝐚, 𝐱]) ⊆ 𝜎(𝐼1) ∩ (𝐼2) … ∩ (𝐼𝑟) 
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از دو  شیب یاشتراک جامع برا دستگاه کیمحاسبه  ظورمنهرا ب CIS تمیالگور میتوانیفوق، م هیبر قض هیبا تک

  .میکن یطراح یپارامتر بیای با ضراچندجمله آلدهیا

 
Algorithm 2 CIS (Comprehensive Intersection System) 
Require: 𝐼1, 𝐼2, . . . , 𝐼𝑟 Some parametric polynomial ideals in 𝑆 = 𝕂[𝐚, 𝐱] 

Ensure: A comprehensive intersection system of 𝐼 1 ∩ 𝐼2 ∩ … ∩ 𝐼𝑟 

   𝐽 ∶=  ⟨𝑡1𝐼1, . . . , 𝑡𝑟𝐼𝑟 , 1 −  ∑ 𝑡𝑖
𝑟
𝑖=1 ⟩ ⊂ 𝕂[𝐚, 𝐱, 𝐭]  

   𝐿 = {(𝑁𝑖 , 𝑊𝑖 , 𝐿𝑖)} 𝑖=1
ℓ  a Gröbner system of J w.r.t. a ≺𝑙𝑒𝑥x ≺𝑙𝑒𝑥 t 

   for (𝑁𝑖  , 𝑊𝑖 , 𝐿𝑖) ∈  L do 

      if 𝐿𝑖 ≠ {1} then 
            𝐿𝑖 ∶=  𝐿𝑖 ∩ 𝕂[𝐚, 𝐱];  (Eliminate those elements of 𝐿𝑖  contains the variable 𝑡) 

      end if  

   end for 

Return ({(𝑁𝑖  , 𝑊𝑖 , 𝐿𝑖)} 𝑖=1
ℓ ) 

 

اشتراک جامع را  دستگاه کی قیو به طور دق ابدییخاتمه م همرحل یپس از تعداد محدود CIS تمیلگورا .3 هیقض

 کند.محاسبه می

 ماً یمستق نیز تمیالگور یاست. درست یگربنر متک م محاسبات دستگاهتاختابر  CIS تمیالگور پایان پذیری .اثبات

 شود.    می استنباط 8 هیاز قض
                                             

دهیم. لازم به ذکر می شرحای، ساختار الگوریتم بالا را آل چندجملهدر ادامه با یک مثال ساده متشکل از سه ایده

 توسط نویسنده انجام شده است.   Mapleافزار ها در نرموسیله اجرای الگوریتمی این محاسبات بهاست که کلیه

 

𝑆ی ای زیر با ضرایب پارامتری را در حلقهندجملهآل چسه ایده .4مثال  =  𝕂[𝑎, 𝑏, 𝑐][𝑥, 𝑦, 𝑧]  در نظر

 گیریم:می

𝐼1 = 〈𝑏𝑦2 − 𝑥3〉, 𝐼2 = 〈𝑦2 − 𝑎 − 𝑦, −𝑐𝑧 + 𝑧2 − 1〉,  

𝐼3 = ⟨𝑐𝑥 −  𝑦2 , −𝑐𝑥 −  𝑧2  +  1, 𝑥2  −  𝑥⟩ 

طبق روند الگوریتم ابتدا  ،فرایند شروع دراست.  آلدهیا سه نیا یاشتراک جامع برا دستگاه کیهدف ما محاسبه 

 : دهیممی لیتشک ریرا به صورت ز 𝐽 آلایده

𝐽 =  ⟨𝑏𝑦2𝑡1 − 𝑥3𝑡1, 𝑦2 𝑡2 − 𝑎𝑡2 − 𝑦𝑡2, −𝑐𝑧𝑡2 + 𝑧2𝑡2 − 𝑡2, 𝑐𝑥𝑡3 − 𝑦 2𝑡3, −𝑐𝑥𝑡3

− 𝑧2𝑡3 + 𝑡3, 𝑥2 𝑡3 − 𝑥𝑡3, 1 − 𝑡1 − 𝑡2 − 𝑡3⟩ 
 

دارای شش شاخه است که با حذف  a ≺𝑙𝑒𝑥x ≺𝑙𝑒𝑥 tای  جملهنسبت به ترتیب تک 𝐽 آلدستگاه گربنر ایده

= 𝐭های شامل متغیر ایچندجمله  𝑡1, . . . , 𝑡𝑟 اشتراک  دستگاه ها،تاییهای گربنر موجود در این سهاز پایه

 شود: زیر محاسبه میجامع 
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 هاآنالیز عملکرد الگوریتم. 4
دستگاه اشتراک  هایی کهسازی شده است، با مثالپیاده Mapleکه در  CISدر این بخش، عملکرد الگوریتم 

ها شود. این مثالمیکنند، بیشتر نشان داده ای پارامتری محاسبه میهای چندجملهآلایده ای ازدسته را برای جامع

𝑆های مختلفشان در حلقه ها و پیچیدگیبه دلیل اندازه =  𝕂[𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑][𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑢, 𝑣] اند، انتخاب شده

v ≺𝑙𝑒𝑥آل با توجه به ترتیب را برای هر ایده دستگاه اشتراک جامع 𝑢 ≺𝑙𝑒𝑥 z ≺𝑙𝑒𝑥 y ≺𝑙𝑒𝑥 x  محاسبه

باشد. در این سیزده لیست که هر کدام حاوی دو ترتیب الفبایی می 𝑙𝑒𝑥≻کر است که منظور از شایان ذ کنند.می

 دنباله متغیرها هستند.  x, y, z, u, vدنباله پارامترها و  a, b, c, dای هستند، آل چندجملهیا سه یا چهار ایده

 

• Ex1: [[z*x^2-(a-1)*y*x, x*y], [-c*y+x^2], [-x*z+b, -x^3+d*y, z^2-2]] 

• Ex2: [[x*(x-a), c*y+2, x*y-b], [(x-1)*y^2-1, d*x*y-c]] 

• Ex3: [[c*z^3+1, x^2*y-b*z], [(b-1)*x^2-z, (d-1)*u-c*x]] 

• Ex4: [[a*y*z, y*z+c, x*y^2-1], [d*z^2-2, c*x-u, x-y-z]] 

• Ex5: [[b*y^2-x^3], [y^2-a-y, - 1 -c*z+z^2], [c*x-y^2, -c*x-z^2+1, x^2-x]] 

• Ex6: [[(a-b)*x, b*y^2-x], [y^2*(-a+2), b*x^2-z], [c*z-y^2, -z^2+x]] 

• Ex7: [[b*y^2-x^3], [y^2-a-y, z^2-c-z], [c*x-y^2, -z^2+x, x^2-x]] 
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• Ex8: [[b*x^2-d*y], [b*z+x*y-a], [c*x-y, -x^2-y+1]] 

• Ex9: [[x*y^3-b*y^2, x*z], [a*y^2-z^2, z-1], [-x*z^2+c, -z^2+x, y^2-a]] 

• Ex10: [[x*y*z-b*y-x*z, -x*z+1], [a*y*z-z^2, x*y*z], [c*x*z^2-z^2-x, y^2]] 

• Ex11: [[-a*d*y+x^2, c*y-z, b*z^2+x], [b*x-y^2, x*z-a], [d-u]] 

• Ex12: [[-a*u+1], [y*z+c, y^2-u], [z^2-2*d, c*x-u, b*x-y]] 

• Ex13: [[-d*u+v], [c*v+y*z, b-y], [c*u*y^2-u*y], [u*z^2-2*y, a*x-v^2]] 

 
2 تمیعملکرد الگور یارهای: مع1جدول   

Example  Timing
(seconds)  

)GiB( Memory  Branches 

1Ex  6.49 0.67 9 

2Ex  22.81 2.96 11 

3Ex  56.46 8.21 7 

4Ex  10.29 1.44 9 

5Ex  1.89 0.18 6 

6Ex  17.94 2.58 10 

7Ex  9.02 1.25 17 

8Ex  172.8 58.35 19 

9Ex  19.08 2.92 14 

10Ex  6.901  2.69 9 

11Ex  1153.2 232.06 16 

12Ex  40.37 4.72 18 
13Ex  23.56 3.61 20 

 

 

جدول های تونس. نشان داده شده است بالاجدول  در آلبر روی این سیزده ایده اجرای الگوریتم جینتا

هستند: رینشان دهنده موارد ز  

محاسبه  یبرا هیثان محاسبات برحسب: زمان یبندزمان •  

(: حداکثر استفاده از حافظه در طول محاسبهتیگابایه )گحافظ •  

محاسبه شده دستگاه جامع اشتراکها در ها: تعداد شاخهشاخه •  

 دهیم. ، سه نمودار زمان محاسبات، حافظه محاسبات و ترکیب آنها را ارائه می1های جدول در ادامه با توجه به داده
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محاسبات در   یدگیچی، پdاز درجه حداکثر  رهیمتغ n یهایادجملهاز چن ستمیس کی یبراشایان ذکر است 

d2O(n)تواندیحالت م نیبدتر
  باشد. 

 

 . مساله سینماتیک معکوس در ربات رومین5

های محاسبه دستگاه گربنر را ای پارامتری و الگوریتمهای چندجملهآلدر این بخش یکی از کاربردهای مهم ایده

 یاضیر ندیفرآ کی یکدر ربات 1معکوس کینماتیمسئله ساست.  استخراج شده [51]از مرجع کنیم که مرور می

 نییو تع یمفصل یهاتیحرکت ربات، محاسبه موقع نییاست که در تع یکینماتیمتشکل ازمعادلات و روابط س

 کینماتیس برخلاف. شودیفضا مطرح م ای مطلوب و مورد نظر در صفحه تیبه موقع دنیرس یطول بازوها برا

پاسخ خواهد داشت،   کیربات  یشوند، نقطه دسترس میخاص تنظ تیموقع کیکه اگر مفاصل در  2میمستق

. کندیم هیبه نقطه مشخص ارا یدسترس یمتعدد برا کردیراه حل مختلف و رو نیمعکوس، اغلب چند کینماتیس

قرار  یربات براو مفاصل اتصالات  یهاهیزاو ریطول بازوها و مقاد نییمعکوس تع کینماتیهدف از حل مساله س

درجه  با رومین یک ربات باشد. رباتیربات م یدسترس یاز فضا نینقطه و جهت مع کیدادن دست ربات در 

                                                           
1 Inverse kinematics problem 

2 Forward kinematics 
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 یاست که همگ ازوسه ب یاست که دارا ی سه بعدیچرخش سهی آزاد

حول  θ1 هیوزا. هستند یچرخش هیپا و مسطح یاتصالات چرخش یدارا

 ،به ترتیب) θ2 زاویه نیچرخد. همچنیم نیزمسطح عمود بر  یمحور

 از صفحه ،به ترتیب) Q1 یشده از صفحه افق یریگاندازه هی( زاوθ3 زاویه

Q2 )برای یک نقطه سوم( است یبازوتا  ،به ترتیبدوم ) یبازو تا .

(𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ ℝ3  بعنوان مختصات دست ربات و با استفاده از

,𝑥های دوران حول محورهای ماتریس 𝑦, 𝑧  معادله  6متشکل از دستگاه

𝑐𝑖 که در آنشود حاصل میزیر  = cos 𝜃𝑖   و𝑠𝑖 = sin 𝜃𝑖 :از طرفی  

 با توجه به مجموعه مولد بالا چون عبارت

  𝑙2𝑐2 + 𝑙3𝑐3  رای کم درهر دو معادله اول دستگاه فوق وجود دارد ب

𝑙2𝑐2را برابر  𝑑شدن پیچیدگی محاسبات متغیر جدید  + 𝑙3𝑐3 7گیریم پس دستگاهی متشکل از در نظر می 

 معادله داریم:

 

,𝑎)حال اگر بجای  𝑏, 𝑐) ∈ ℝ3   از سه متغیر(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3 عنوان مختصات به

   شود:ای زیر تشکیل میملهدست ربات استفاده کنیم مجموعه مولدی با هفت چندج

 

 نیروم یبعد 3ربات  ی: مدلساز1شکل 
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  𝐹دستگاه گربنر  [28]اجرا شده است  Mapleکه در نرم افزار  GES-GVW-CGS تمیالگور اکنون با کمک

 آمده است. 2ر جدول ایم که درا محاسبه کرده
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 نی: دستگاه گربنر ربات روم2جدول
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𝑐3ای جملهتکنسبت به ترتیب این دستگاه   ≺𝑙𝑒𝑥 𝑠3 ≺𝑙𝑒𝑥 𝑐2 ≺𝑙𝑒𝑥 𝑠2 ≺𝑙𝑒𝑥 𝑐1 ≺𝑙𝑒𝑥 𝑠1  روی

𝑙1ای لهجمتکترتیب متغیرها و  ≺𝑙𝑒𝑥 𝑙2 ≺𝑙𝑒𝑥 𝑦 ≺𝑙𝑒𝑥 𝑥 ≺𝑙𝑒𝑥 𝑧 ≺𝑙𝑒𝑥 𝑑   روی پارامترها محاسبه شده

ثانیه محاسبه شده و حافظه مورد نیاز برای این  5,63سه تایی )شاخه( است که در مدت  38است و دارای 

 کینماتیمسئله س میتوانیمرت خودکار صوبه کمک این جدول و بهاکنون باشد. گیگابایت می 1,92محاسبات 

 که در آن میریگمیمشخص شده( را در نظر  فیجدول بالا )رد 22سطر  برای مثال. میکن لیتحل را معکوس

𝑁22 = [ 𝑥2 + 𝑦2 − 𝑑2] و 𝑊22 = [𝑑, 𝑙2, 𝑙3, 𝑑2 + 𝑧2],  هستند. این بدان معناست که اگر𝑥2 +

𝑦2 − 𝑑2 = 𝑑و  0 ≠ 0, 𝑙2 ≠ 0, 𝑙3 ≠ 0, 𝑑2 + 𝑧2 ≠ نسبت به   𝐹آنگاه لیست زیر پایه گربنر   0

 نامیم. می 𝐺22شرایط پارامتری ذکر شده است که آنرا  

,𝑁22 شرایط صفر و ناصفر مجموعه به توجه حال با 𝑊22 دهیم:می عنوان مثال قراربه 

𝑙2 = 3.5,       𝑙3 = 5.5, (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (3, 4, 6) ∈ ℝ3 

  :داریم 𝐺22در پایه گربنر  مقادیر این جایگذاری از پس 

 

 شود:ای زیر میکه منجر به تشکیل دستگاه هفت معادله

 

 

 شود: از حل این دستگاه دو دسته مجموعه جواب حاصل می
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 :دست می آیدبازوها به جواب، دو حالت زیر برای زاویه بین این دو مجموعه معادل نتیجهدر 

 

ها هستند و در این حالت  [6] بنیم که دارای پایه گربنرهای پارامتری را می، حالت2ردیف پایانی جدول  12در 

جبری ربات رومین فاقد جواب است. در واقع به کمک دستگاه گربنرتمام  ای مربوط به مدلدستگاه چندجمله

 دهیم:نمایش می 3اند که در جدول سبه شدهحالات تکینگی ربات رومین بطور اتومات محا

 

 

 یریگ جهی. نت6

 گربنر هایتوان با استفاده از دستگاهرا می یعلوم و مهندس یها نهیجذاب در زم یکاربرد یهاچالشاز  یاریبس

ای با های چندجملهآلایده اشتراکمشابه  یتا حدود هاکردیرو نیکرد. ا لیو تحل هیبه طور کامل و موثر تجز

کسب  یترقیعم نشیب توانندیو مهندسان م قانگربنر، محق یها. با استفاده از دستگاههستند یپارامتر بیضرا

 یمربوطه خود ضرور یهادر رشته دهیچیپ سایلبه م یدگیرس یرا انجام دهند که برا یترقیدق یهایکنند و بررس

  یپارامتر بیبا ضرا هاایچندجملهی ابیشهیفراتر از ر گربنر هایدستگاهو کاربرد  یریپذ قیتطب ن،یاست. علاوه بر ا

ای عادلات چندجملهم یاهو حل دستگاه یجبرعبارات  یدر ساده ساز ینقش محور ، این مفهومنیاست. همچن

به کمک  یهندس یکنترل و طراح یتئور ک،یمختلف مانند ربات یدر کاربردها یساده ساز نیکند. امی فایا

 دیدهد، مف شیافزا یو دقت را به طور قابل توجه ییتواند کاراساده کردن محاسبات می ییآن تواناکه در  وتر،یکامپ

را به  تردهیچیپ یکه روابط جبر کنندیم دایرا پ اریاخت نیگربنر، محققان ا یهاهیمحاسبه پا قیاست. از طر

 یاصل شیرا که ممکن است در نما ییهاحلراه ییشناسا جهیکنند، در نت الگوسازی یترتیریقابل مد یهاشکل

ن امکان تجسم تعامل توابع یهمچن هادستگاه نیا یهندس ری. تفسکنندیم لیبمانند، تسه یخود پنهان باق

 یمنجر به اصول طراح تواندیکه م کندیباز م لیتحل یرا برا یدیجد یهاو راه کندیای را فراهم مچندجمله
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 یاضیرا که در عمل به مسائل ر یروش یمحاسبات یگربنر با ابزارها یهام دستگاهادغا ن،ینوآورانه شود. علاوه بر ا

به طور  یجبر یساختارها یمطالعهکه قادر به  دهیچیپ ی. با ظهور نرم افزارهاستمتحول کرده ا شوندیم کینزد

و  یسازهیه شبشود. مهندسان اکنون قادر بمی شتریب یحت یواقع یایکاربرد در دن لیخودکار هستند، پتانس

 یقبل یهایاسشنکه اغلب در روش یرا با سطح سخت ییهاهستند و چالش یاسابقهیها با دقت بطرح یسازنهیبه

مانند  ،یاضیر میمفاه ریهای گربنر و سادستگاه نیتعامل ب ن،ی. علاوه بر اکنندیبود، برطرف م یافتنیدست ن

 یاشتراک چند وجه نیکند. امی یکنند، غنرن در آن عمل میرا که دانشمندان مد یچارچوب نظر ،یهندسه جبر

 شیدایاست که منجر به پ هاکیبخش تکامل مداوم تکنبلکه الهام کند،یم تیها را تقورشته نیب ینه تنها همکار

 شیهمچنان در حال افزا یکه قدرت محاسبات یبه عصر یشروی. با پشودیممییمشکلات قد یبرا دیجد یهاحلراه

 یدیدر حال گسترش است و فصل جد یدر علم و مهندس یاساس یگربنر به عنوان ابزار یهات، نقش دستگاهاس

 .دهدیم دیرا نو یاز اکتشاف و نوآور

 

 تشکر و قدردانی

فرصت مطالعاتی صنعت و جامعه اینجانب در شرکت دانش بنیان دانشجویار پروژه نتایج از  یبخش ،سینو شیپ نیا

داده است  شیمقاله را افزا تیفیارزشمند داوران که ک شنهاداتیاز نظرات و پ مانهیصمنین، همچ است. خاوران
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