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with parametric coefficients. We introduce an automated 
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parameters and their singular points—where the derivative is 
zero or undefined. These singular points are crucial for identifying 
key curve features. In 2010, Dehghani classified cubic curves using 
the Montes DISPGB algorithm; in this paper, we apply the 
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integrating computational tools with singular variety theory will 
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methodology is demonstrated with two families of polynomial 
curves featuring parametric coefficients.  
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EXTENDED ABSTRACT 

Introduction 
Parametric polynomial curves are widely used across scientific and engineering 
disciplines. In physics, they model particle motion in space, while in engineering, they 
describe object trajectories influenced by forces. Economists employ them to illustrate 
economic indicators over time, and in computer graphics, they are essential for creating 
realistic animations and modeling complex shapes. For instance, the position of a 
particle can be expressed through parametric equations that define its coordinates as 
functions of time, aiding in the calculation of velocity and acceleration vectors. The 
extensive use of parametric curves underscores their significance in theoretical and 
practical applications. A key area of interest for mathematicians is the study of singular 
points in these curves, which enhances our understanding of their geometric and 
topological properties. Using computational algebra and singular variety theory, we 
present an automated classification method for these curves, focusing on parameters 
and singular points where the derivative is zero or undefined. In 2010, Dehghani 
classified cubic curves using the Montes DISPGB algorithm; here, we apply the Dehghani 
GESGVWCGS algorithm to intelligently classify all families of parametric polynomial 
curves, including cubic ones. This method streamlines the analysis of parametric 
curves, improves applications in singularity theory, and broadens the role of 
computational algebra in parametric system studies. 
 
 
Methodology 
The Gröbner system, a computer algebra technique, automates the classification of 
parametric polynomial curves in various fields such as physics, economics, computer 
graphics, coding, and cryptography. It employs the efficient GESGVWCGS algorithm to 
partition the parameter space into finite cells. As these equations are defined by specific 
parameters and variables, parametric Gröbner bases play a crucial role in solving them 
and mapping the parameter space. Gröbner bases, introduced in 1965 by Wolfgang 
Gröbner and later expanded by Weispfenning in 1992 for parametric cases, are 
powerful tools in computer algebra. Recent advancements, particularly Dehghani's 
2024 GESGVWCGS algorithm, utilize parametric linear algebra techniques to effectively 
divide the parametric space.  

 

Results and discussion 
Gröbner systems find numerous applications in robotics, 
algebraic geometry, parametric linear algebra, 
biochemistry, biology, automatic theorem proving, and 
electrical networks. Specifically, we highlight their role in 
intelligently classifying all families of parametric 
polynomial curves  .To  classify parametric polynomial 
curves polynomial automatically, we need to create a 
ideal from the curve equation and its derivatives. For 
instance, consider the following parametric curve:  Figure 1: y^2-x^3+2x-1= ∘ 
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𝑦2 + 𝑎1𝑥𝑦 + 𝑎3𝑦 = 𝑥3 + 𝑎2𝑥2 + 𝑎4𝑥 + 𝑎6 
which  represents a general elliptic curve. The Weierstrass normal form is a standard 
way to express elliptic curves. To convert this cubic curve into Weierstrass form, first 

roducing a new variable (typically 'w') and then apply a series of homogenize it by int
coordinate transformations. This process includes completing the square and scaling 

the variables until we obtain the desired form : 𝑦2 = 𝑥3 + 𝑎𝑥 + 𝑏 
r various applications, This transformation is valuable fo

including exploring the properties of elliptic curves and 
their cryptographic uses.  Now, using 𝑓 = 𝑦2 − 𝑥3 − 𝑎𝑥 − 𝑏 
and its derivatives, we form the following ideal: 

𝐹 = 〈𝑓,
𝜕(𝑓)

𝜕(𝑥)
,
𝜕(𝑓)

𝜕(𝑦)
〉

= 〈𝑦2 − 𝑥3 − 𝑎𝑥 − 𝑏, −3𝑥2 − 𝑎, 2𝑦〉 
By utilizing the Maple implementation of the GESGVWCGS 
algorithm, a Gröbner system for F is computed, featuring 5 
branches: 

 
𝐿 = {[[ ], [𝑎, 𝑏, 27𝑏2 + 4𝑎3], [1]], 

          [[27𝑏2 + 4𝑎3], [𝑎, 𝑏], [𝑦 − 2𝑎2 + 9𝑥𝑏]], 

          [[𝑏], [𝑎], [1]], [[𝑎], [𝑏], [1]], 

          [[𝑏, 𝑎], [ ], [𝑦, 𝑥2]]}. 

 
The output has five branches, with the first member of L 

being (𝑁1, 𝑊1, 𝐺1) = ([[ ], [𝑎, 𝑏, 27𝑏2 + 4𝑎3], [1]]). If we set 

∆ = 27𝑏2 + 4𝑎3 then the minimal singular polynomial for 
F polynomials is V(∆). Specifically, when ∆ = 0, the 
parametric polynomial curve 𝑦2 = 𝑥3 + 𝑎𝑥 + 𝑏 possesses 
a singular point, whereas when ∆ ≠ 0, the curve lacks a 
singular point. We will illustrate this with three diagrams. 
First, according to the conditions N_1 and W_1, we set a = 
-2 and b = 1 (which satisfy N_1, W_1, hence ∆ ≠ 0). The curve diagram is as figure 1. The 
second triple of L is (𝑁2, 𝑊2, 𝐺2) = ([27𝑏2 + 4𝑎3], [𝑎, 𝑏], [𝑦, 9𝑥𝑏 − 2𝑎2]). Since 𝐺2 =

[𝑦, −2𝑎2 + 9𝑥𝑏], we conclude that y = 0 and 𝑥 =
2𝑎2

9𝑏
. When ∆ = 0 and a, b ≠ 0, the point 

(
2𝑎2

9𝑏
,∘) is a singular point of the curve (a double point). For a = -3 and b = 2, the point 

(1, 0) becomes a singular point of the curve 𝑦2 = 𝑥3 + 𝑎𝑥 + 𝑏. The graph of this curve 
for these values is in Figure 2. The third and fourth members of L behave like the first, 
as 𝐺1 = 𝐺3 = 𝐺4 = [1]. Examining the last member, (𝑁5, 𝑊5, 𝐺5) = ([𝑏, 𝑎], [ ], [𝑦, 𝑥2] ) 
which gives 𝐺5 = [𝑦, 𝑥2]. This indicates that for a = b = 0 (which follows from ∆ = 0), the 
Weierstrass form of the elliptic curve has a singular point at (0,0). This is illustrated in 
the left-hand diagram 3. It is worth noting that similar results were obtained using the 
DISPGB algorithm in [26], whereas this article uses the efficient GESGVWCGS algorithm 
for classification.  

Figure 2: Nodal point of 
y^2-x^3+3.x-2= ∘ 

Figure 3: Cuspidal point 
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Now, consider another parametric curve defined by 
𝑥2 + 𝑏𝑦2 + 2𝑐𝑥𝑦 + 2𝑑𝑥 + 2𝑒𝑦 + 𝑓 = ∘, 
where x and y are variables and b, c, d, e, and f are 
parameters. We will compute the minimal singular 
variety of this curve for various parameter values, 
represented by the polynomial 𝑔 = 𝑥2 + 𝑏𝑦2 +
2𝑐𝑥𝑦 + 2𝑑𝑥 + 2𝑒𝑦 + 𝑓. We create the ideal linked to 

this curve: 𝐹 = 〈𝑔,
𝜕(𝑔)

𝜕(𝑥)
,

𝜕(𝑔)

𝜕(𝑦)
〉 = 〈𝑥2 + 𝑏𝑦2 + 2𝑐𝑥𝑦 +

2𝑑𝑥 + 2𝑒𝑦 + 𝑓, 2(𝑥 + 𝑐𝑦 + 𝑑), 2(𝑏𝑦 + 𝑐𝑥 + 𝑒)〉.  

GESGVWCGS(𝐹, 𝑓 ≺𝑙𝑒𝑥 𝑒 ≺𝑙𝑒𝑥 𝑑 ≺𝑙𝑒𝑥 𝑐 ≺𝑙𝑒𝑥 𝑏, 𝑦 ≺𝑙𝑒𝑥 𝑥) =  

𝐿 = {[[ ], [𝑐𝑑 − 𝑒, 𝑐2𝑓 + 𝑏𝑑2 − 𝑏𝑓 − 2𝑐𝑑𝑒 + 𝑒2], [1]], 

        [[𝑐𝑑 − 𝑒, 𝑐2𝑓 + 𝑏𝑑2 − 𝑏𝑓 − 2𝑐𝑑𝑒 + 𝑒2], [𝑐, 𝑐𝑑 − 𝑒], [𝑐𝑦𝑑 − 𝑒𝑦 + 𝑑2 − 𝑓, −𝑑𝑒 + 𝑐𝑓

+ 𝑐𝑑𝑥 − 𝑒𝑥]], 

        [[𝑐, 𝑏𝑑2 − 𝑏𝑓 + 𝑒2], [𝑑, 𝑒], [𝑒𝑦 − 𝑑2 + 𝑓, 𝑥 + 𝑑]], 

        [[𝑐𝑑 − 𝑒], [𝑑2 − 𝑓, −𝑑𝑒 + 𝑐𝑓], [1]], 

        [[−𝑒𝑓 + 𝑑2𝑒, −𝑑𝑒 + 𝑐𝑓, 𝑐𝑑 − 𝑒], [𝑑2 − 𝑓], [1]], 

        [[𝑑2 − 𝑓, −𝑑𝑒 + 𝑐𝑓, 𝑐𝑑 − 𝑒], [𝑐, −𝑐2 + 𝑏], [𝑦, 𝑥 + 𝑑]], 

        [[𝑒, 𝑑2 − 𝑓, 𝑐], [𝑏, 𝑑], [𝑦, 𝑥 + 𝑑]], 

        [[𝑓, 𝑒, 𝑑, 𝑐], [𝑏], [𝑦, 𝑥]], 

         [[𝑑2 − 𝑓, −𝑑𝑒 + 𝑐𝑓, 𝑐𝑑 − 𝑒, −𝑐2 + 𝑏], [𝑐], [𝑥 + 𝑐𝑦 + 𝑑]], 

        [[𝑒, 𝑑2 − 𝑓, 𝑐, 𝑏], [𝑑], [𝑥 + 𝑑]], 

        [[𝑓, 𝑒, 𝑑, 𝑐, 𝑏], [ ], [𝑥]]} 

 
We define the polynomial ∆ =  𝑏𝑑2 − 𝑏𝑓 + 𝑐2𝑓 − 2𝑒𝑐𝑑 + 𝑒2, which belongs to the set 
N₂. So, V(∆) represents the minimal singular; specifically, when ∆ = 0, the curve g has a 
singular point, while ∆ ≠ 0 indicates no singular points. 
This will be demonstrated by applying two diagrams; 
For the first member of L, we set b = 1, c = 1, d = 1, e = 
2, f = 1 (i.e., ∆ ≠ 0). Substituting these values results in 
the equation x² + y² + 2xy + 2x + 4y + 1 = 0, shown in 
Diagram 4, indicating no singular points. For the 
second triple of L, we consider b = -1, c = 1, d = 1, e = 2, 

f = ½, resulting in the singular point (𝑥, 𝑦) = (−
 3 

2
,

 1 

2
) 

for the parametric polynomial curve 𝑥2 − 𝑦2 +

2. 𝑥. 𝑦 + 2. 𝑥 + 4. 𝑦 +
 1 

2
= ∘, that depicted in Figure 5.  

 
      

  

 

Figure 5: 𝒙𝟐 − 𝒚𝟐 + 𝟐. 𝒙. 𝒚 + 𝟐. 𝒙 +

𝟒. 𝒚 +
 𝟏 

𝟐
= ∘ 
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Conclusion 

Studying parametric curves, their singular points, and computational tools like the 
GESGVWCGS algorithm enhances our understanding and practical applications in 
various scientific fields. These techniques enable the analysis of complex geometric 
entities, fostering innovations in applying mathematics to real-world problems. For 
example, automatic classification of parametric curves and computational algebra tools 
like Gröbner systems provide valuable solutions in numerous scientific and engineering 
contexts. Parametric curves are crucial in engineering and basic sciences, representing 
intricate shapes and movements. They are utilized in physics, engineering, economics, 
coding, and computer graphics, aiding in analyzing particle motion and economic 
trends 
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 ای با ضرایب پارامتریهای چندجملهبندی هوشمند منحنیرده

 

  1* درمیان یدهقان یمهد

 .گروه علوم پایه، دانشگاه ملی مهارت، تهران ایران ار،یاستاد -1
 

 چکیده  اطلاعات مقاله

  )کاربردی( یپژوهشمقاله  مقاله: نوع
ای با ضرایب صورت چندجملهپردازیم که بههایی میبه مطالعه منحنی مقاله نیدر ا 

و به  یجبر محاسبات میبا کمک مفاه شوند. برای این منظورپارامتری نمایش داده می

 یپارامتر یمنحن کی توانیکه چگونه م میدهیمنفرد، نشان م یعنوان کاربرد چندگونا

طور خودکار به آن ین(تکمنفرد )نقاط  حسبمختلف و بر  یپارامترها ریرا بر اساس مقاد

صفر  یامتردهد که مشتق معادلات پاریرخ م یینقطه منفرد در جا کیکرد.  یبندطبقه

هستند. نقاط  یجالب منحن یهایژگیو انگرینقاط اغلب نما نینشده باشد. ا فیتعر ای

و مشخص  ییبه شناسا رایهستند ز دیمف یپارامتر یهایمنحن یطبقه بند یمنفرد برا

کاربرد را با  نیا دهقانی 2010کنند. در سال یها کمک میف منحنکردن انواع مختل

مقاله از  نیکرد و ما در ا انیبهای مکعبی بندی خمبرای رده DISPGB تمیالگور مکک

های پارامتری ی خانواده منحنیهمه هوشمند یبندرده یبرا GESGVWCGS تمیالگور

را  یک خانواده خم پارامتری دیگر های مکعبی وعنوان مثال خمکنیم و بهاستفاده می

 یهایمنحن لیخودکار نه تنها تحل یطبقه بند نیا  .میکنیم بندیهوشمندانه رده

فراهم ی نگیتک یدر تئور شتریب یکاربردها یرا برا نهیکند، بلکه زمیرا ساده م یپارامتر

 دهد.می شیافزا رامتریاپ یهاستمیرا در مطالعه س یجبر محاسبات یریپذ قیو تطبکرده 

با دو خانواده از  بیان شده شود و روشیانجام م 18میپل تمام محاسبات با استفاده از 

   نشان داده شده است. یپارامتر بیضرا یدارا یچندجمله ا یهایمنحن
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 : مقدمه. 1
 یادیز یاست که کاربردها ییو جبر جابجا یدر هندسه جبر یمفهوم اساس کیای های چندجملهآلاشتراک ایده

 ایاشتراک آنها به عنوان مجموعه  𝐽 و 𝐼ای آل چندجملهدارد. با توجه به دو ایده یو مهندس یدر علوم محاسبات

تعلق دارند. هنگام در نظر گرفتن اشتراک دو  𝐽 و 𝐼 آلدهیشود که به هر دو امی فیها  تعرایاز همه چندجمله

 لیو تحل هیتواند به ساده کردن محاسبات و تجزاشتراک می یگربنر برا یهیپا افتنی، 𝐽 و 𝐼ای آل چندجملهایده

و  علوم پایهمختلف  یهادر رشته ایگسترده یکاربردها یرپارامت یهایمنحنآل ها کمک کند. ایده هاییژگیو

 ،یکه در مهندس یشود، در حالیحرکت ذرات در فضا استفاده م یمدل ساز یاز آنها برا ک،یزیدارند. در ف یمهندس

 یبرا یترپارام یهایکنند. اقتصاددانان از منحن فیتوص روهاین ریجسم متحرک را تحت تأث کی ریتوانند مس یم

 شنیمیان جادیا یبرا ،یوتریکامپ کیکنند و در گرافیدر طول زمان استفاده م یاقتصاد ین دادن شاخص هانشا

ذره در حال حرکت در  کی تیمهم هستند. به عنوان مثال، موقع اریبس دهیچیاشکال پ یو مدل ساز یواقع یها

کند و یم فیاز زمان تعر یان تابعکرد که مختصات آن را به عنو فیتوص یتوان با معادلات پارامتریفضا را م

 تیاهم یپارامتر یهایکند. کاربرد گسترده منحنیم لیسرعت و شتاب را در هر لحظه تسه یمحاسبه بردارها

های نظری مورد توجه ریاضیدانان که در یکی از زمینه کند.یبرجسته م یو عمل ینظر نهیآنها را در هر دو زم

نقاط  مطالعهباشد. ای پارامتری میهای چندجملهعه نقاط منفرد )تکین( منحنیکاربرد بسیار با اهمیت است مطال

از  یترقیدهد، بلکه کاوش عمیم شیرا افزا یپارامتر یهایمنحن یمنفرد نه تنها درک ما از خواص هندس

 تمیمانند الگور ،یمحاسبات یهاسازد. با استفاده از روشیممکن م زیآنها را ن یکیتوپولوژ یهایژگیو

GESGVWCGS هیپارامتر تجز ریاز مقاد یفیدر ط را نقاط تکین نیا کیستماتیبه طور س میتوانی، مدر این مقاله 

انواع  بندیطبقه مرتبط با دهیچیدر انجام محاسبات پ ژهیبه و GESGVWCGS تمیالگور. کارایی میکن لیو تحل

 های جبرخطی پارامتری، از تکنیکگربنر یها هیپا از ستفادهااین الگوریتم علاوه بر منفرد قابل توجه است. نقاط 

نقاط منفرد را ساده  ییشناسا ،کاهش نی. انمایدیرا فراهم م یو امکان کاهش موثر معادلات پارامتر کردهاستفاده 

را در مورد  یارزشمند یهانشیهر دسته بکه  کرد ینوع دسته بند نیتوان آنها را به چندیکند، که سپس میم

بازخورد خودکار و سیستماتیک  یبندطبقه ندیفرآ ن،یبر ا علاوه دهد.یپارامتر ارائه م یدر فضا یو شکل منحن رفتار

 ریدر مقاد تغییر . به عنوان مثال،دهدیارائه م هاینگیتک تیمختلف بر ماه یپارامترها ریتأث یدر مورد چگونگ یقو

 یهابرنامه یبرا تیحساس نیدرک ا ن،یشود. بنابرا یمنحن در ساختار ریچشمگ راتییتواند منجر به تغیپارامتر م

روابط  هایو اقتصاد که در آن منحن یشناسستیز یهانهیدر زم یو حت ک،یربات ،یوتریکامپ کیدر گراف یاربردک

را ساده  یپارامتر یهایمنحن لیخودکار نه تنها تحل یطبقه بند نیا مهم است. اریبس دهند،یمهم را نشان م

 های آتیپروژهد. نماییفراهم م یابعاد لیو تحل ینگیتک یدر تئور شتریب یکاربردها یرا برا نهید، بلکه زمکنیم

ممکن بر اساس  یینگیتک یرفتارها ینیبشیپ یبرا نیماش یریادگی یهاکیتکن یسازکپارچهیممکن است شامل 

  دهد. شیافزا ایپو یهاستمیرا در مطالعه س یجبر محاسبات یریپذ قیباشد، و تطبقبلی  یهاداده
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ای آل چندجملههای آن یک ایدههای پارامتری در ابتدا باید به کمک ضابطه خم و مشتقبندی خودکار خمبرای رده

و  1گربنر یهاهیاز پا دارد، استفاده یبستگ رهایپارامترها و متغ یبه برخ آل حاصلایدهکه  ییآنجاتشکیل دهیم. از 

 تیموقع آنبه  دنیرس یممکن برا یهاهرا همه افتنبا هدف یمعادلات  نیحل ا یبرا یترپارامهای گربنر پایه

 یابزار قدرتمند کهاست  یاآل چند جملهدهیا کیاز مجموعه مولد  یگربنر نوع خاص یهاهیاست. پا دیمف ،ثابت

 یبوخبرگر( برا تمی)الگور تمیالگور کیهمراه با  1965گربنر در سال  یهاهی. پاشودمحسوب می محاسباتیدر جبر 

 استاد راهنمایششد. او آنها را به افتخار  یمعرف [1]یش دکترارساله در  2بوخبرگر ومحاسبه آنها توسط برون

 شنهادیخود پ تمیبهبود عملکرد الگور یرا برا اریدو مع [2] در کرد. سپس، او یگذارنام ( پایه گربنر3ولفگانگ گربنر)

 [3] یجبر خط یهاکیگربنر با استفاده از تکن یهاهیپا محاسبه یرا برا یتمیالگور 4، لازارد1983کرد. در سال 

را مطالعه  [4, 5])مراجع  گربنر ارائه کرد یهاهیمحاسبه پا یبرا معروف خود تمیدو الگور 5کرد. بعداً، فوژر فیتوص

متمرکز است به طور خلاصه،  ،6رگربن دستگاه مشهور به ،یگربنر پارامتر یهاهیکه مطالعه ما بر پا ییاز آنجاکنید(. 

 یبرا تمیالگور نیاول نیگربنر و همچن یهادستگاه. مفهوم میکنیموضوع را مرور م نیاموجود در مورد  تاریخچه

مطالعات موثر و  ها،سال نیدر امعرفی شد.  [6]در  1992در سال  7نینگآنها برای اولین بار توسط وایزف محاسبه

که نشان از اهمیت بسیار این مفهوم  [7-20] ه استدست آمدگربنر به یهاستمیدر محاسبات س یاریبس جینتا

های معرفی کرد که با استفاده از تکنیک [8]را در  GESGVWCGSر نهایت دهقانی الگوریتم کارامد خود د .دارد

 پردازد.  جبرخطی پارامتری به افراز فضای پارامتری می

 یتوان به هندسه جبر یعلوم دارند. به طور خاص، م ریو سا اتیاضیدر ر یمتعدد یگربنر کاربردها یهاستمیس

 دسههن ایایقض برخی ، اثبات خودکار[25, 26]بیوشیمی و بیولوژی  ،[7, 9, 14] یپارامتر ی، جبر خط[82-32]

برای رسیدن به هدف اصلی این مقاله به اشاره کرد.  رهیو غ [29]های الکتریکی ، شبکه[27, 26, 32, 02, 41]

 پردازیم. بیان مفهوم پایه گربنر و دستگاه گربنر می

 

 های گربنر و دستگاه گربنرپایه
 

گ انگلفی وهنمایرا بوخبرگر تحت نووبر یاکترد یسالهدر ر هانآ یمحاسبه یتمروگلا لینو او گربنر هایپایه ممفهو

ی قسمت رجخا فضای یابری مناسب نمایش یافتن بوخبرگر فهد قع. در وا[1]شدند ی معرف 1965 لسادر  گربنر

 شد یاردستاندا یپایهی فمعر زسا مینهز ،مناسب نمایش ین. ادبو صفر بعداز  یاچندجمله لآهیدا یک با متناظر

                                                           
1 Gröbner bases 
2 Bruno Buchberger 
3 Wolfgang Gröbner 
4 Lazard 
5 Faugère 
6 Gröbner system 
7 Weispfenning 
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 تمحاسبای پیچیدگاز  1بوخبرگر یتمروگل. انامید گربنر یپایهرا آن  هنمایشرا دستاا رفتخاا به بعدها بوخبرگر که

نماید  سریعترو  تمندتررقدرا  دخو یتمروگلا محک،دو  یئهارا با 1979 لسادر  نستاتو ی. ودبو رداربرخوی یلابا

 بخشد دبهبورا  گربنر یپایه یمحاسبه نستاتوی جبرخطاز  دهستفاا با [3]در  1983 لسادر  زاردلا لنیدا .[2]

 دخو رمشهو یتمروگلدو ا ژرفو نهایتدر .ستا گربنر یپایه یمحاسبه دبهبو یمینهی در زعطف ینقطه دخو ینا که

در  .ستا نتاکنو گربنر یی پایهمحاسبه یتمروگلا ترینسریع 5Fیتم روگلا که [4, 5] دکر ئهرا ارا 5Fو  4Fی یعن

را  هچند متغیر هاییاچندجمله یحلقه برای این منظور در ابتدا .هیمدیم ارقر مطالعه ردها را موادامه  این پایه

,𝓍1رهای متغی حسب بر یاجملهتک یک  کنیم.ی را تعریف میاتک جمله ترتیب یک و سپس معرفی … , 𝓍𝑛 

𝓍𝛼شکل  به داراز متغیرهای توان یحاصل ضرب =  𝑥1
𝛼1 … 𝑥𝑛

𝑎𝑛 که ی ست به قسما𝛼 = (𝛼1, … , 𝛼𝑛) 

𝛼 گر بردار . اباشدی نامنف صحیح ادعداز ا یداربر = (0, … 𝑥𝛼 هگانآ (0, = را با  𝑥𝛼 یجهدر نیهمچن ، 1

|𝛼| رتصوبهاده و د شینما |𝛼| نماد = ∑ 𝑎𝑖
𝑛
𝑖=1 کنیم  ضفر .کنیمیم تعریف𝕂 هر. باشد انمید یک 

,𝓍1متغیرهای  حسب بر 𝑓ی اچندجمله … , 𝓍𝑛 در  یباضر با هایاتک جمله از یمتناه یادتعدی خط ترکیب𝕂 

𝑓به شکل  که ستا = ∑ 𝑎𝛼𝑥𝛼
𝛼∈𝐴 آن و در  باشدیم𝐴 ⊂ 𝕫≥0

𝑛 و  ستی ای متناهایر مجموعهز𝛼𝛼  ∈  𝕂 

داده  نمایش 𝑑𝑒𝑔 (𝑓) دنما بارا  𝑓ی اچندجمله یجهدر ،همچنین. هستند 𝑓 در 𝑥𝛼های یاجملهتک یباضر ها

 :کنیمیم تعریف یرز رتصوبهو 

deg(𝑓) = max{|𝑎| | 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑎𝑎  ≠ ∘ }  
,𝓍1متغیرهای  حسب بر هایاچندجمله یهمهاز  متشکل مجموعه … , 𝓍𝑛 در  یباضر با𝕂 عملدو  اههمربه 

 ستا ممرسو همتغیر چند هاییاچندجمله یحلقه به که هنددیم یاحلقه تشکیل هایاچندجمله بضرو  جمع

ℜ دنما باو  = 𝕂[𝑥1, … , 𝑥𝑛] ی جهدر که همتغیر یک هاییاچندجمله یحلقه فخلا بر. دشویمداده  نمایش

 به زنیا همتغیر چند هاییاچندجمله یحلقهدارد، در  هانآ یمقایسهدر  یاهکنند تعیین نقش هایاجملهتک

∘ ≤ℤروی  ≻ یکل ترتیب یم: یکدار ترتیبی نوع تعریف
𝑛  هر  یازابه ههرگا 2گوییم یاجملهتک ترتیب یکرا

𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ ℤ≥ ∘
𝑛 : 

𝛼اگر  .1 ≺ 𝛽 هگانآ 𝛼 + 𝛾 ≺ 𝛽 + 𝛾 

∘ ≤ℤروی  ≻ترتیب  .2
𝑛 ترتیب باشد.خوش 

 یک یرز یکبهیک تناظراز  دهستفاا با. باشد ℜ یحلقه هاییاجملهتک متما یمجموعه 𝕄(ℜ)کنیم  ضفر

∘ ≤ℤی رو یاجملهترتیب تک
𝑛 ی رو یاجمله تک ترتیب یک بهℜ دشویم تبدیل: 

 
𝕄(ℜ) → ℤ≥ ∘

𝑛  
𝑥1

𝛼1 … 𝑥𝑛
𝛼𝑛 → (𝛼1, … , 𝛼𝑛) 

 

                                                           
1 Buchberger’s algorithm 
2 Monomial order 
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𝑥𝛼 یاجملهتکدو  یازابه این تناظر، با توجه به , 𝑥𝛽 ∈ ℜ گرا 𝑎 ≺ 𝛽 کنیم یم تعریف هگانآ𝑥𝛼 ≺ 𝑥𝛽 .از 

𝛽گوییم  اشاره کرد که در آن 1لفباییا توان به ترتیبمی یاجمله تک هایترتیب ترینمهم ≺𝑙𝑒𝑥 𝛼 لیناو ههرگا 

𝛼چپ  سمت اصفرن یمؤلفه − 𝛽 کنید  ضفر .باشد مثبتℜ = 𝕂[𝑥1, … , 𝑥𝑛]  یاجملهتک ترتیب یک ≻و 

𝑓ی اچندجمله. باشد ℜی رو = 𝑎𝑎𝑥𝑎 + ⋯ + 𝑎𝛾𝑥𝛾  را که در آن𝑥𝛾 ≺ ⋯ ≺ 𝑥𝑎  و𝑎𝑎 ≠  نظردر  0

𝑎𝑎ترتیب  به ≻ به نسبت 𝑓 4یوی پیشرجملهو  3وپیشر ضریب ،2وپیشر یاجملهتکاز  رمنظو. گیریمیم , 𝑥𝛾 و 

𝑎𝑎𝑥𝑎 های دنما با که ستا𝐿𝐶≺(𝑓), 𝐿𝑀≺(𝑓)  و𝐿𝑇≺(𝑓) لآهیداشود. همچنین یم داده نمایش 𝐼 ⊂

𝕂[𝑥1, … , 𝑥𝑛] هایاجمله تکاز  (ییا نامتناهی )متناه مجموعه یک توسط ههرگا نامیم یاجمله تکی لآهیدرا ا 

𝐼 کنیم ضفر .دشو تولید ⊂ ℜ = 𝕂[𝑥1, … , 𝑥𝑛] ی اجملهتک ترتیب ≻و  هایاچندجمله یحلقهی در لآهیدا

 :کنیمیم تعریف یرز رتصوبه ≻ به نسبترا  𝐼 5یوپیشر لآهیدا رتصوین. در اباشد ℜی رو
LT≺(𝐼) = 〈𝐿𝑇≺(𝑓) | 𝑓 ∈ 𝐼〉 

 لآهیدا ثابت کرد که هر 6نیکسود 1913سال  درست. ا یاجملهتکی لآهیدا 𝐿𝑇≺(𝐼) ستا مشخص که رطونهما

,𝑔1های یا(. پس چندجمله7نیکسود ست )لمی امتناه مولد مجموعه کی یدارا یاجملهتک … , 𝑔𝑘 ∈ 𝐼 

 کهیقسمبه نددموجو

LT≺(𝐼) = 〈𝐿𝑇≺(𝑔1), … , 𝐿𝑇≺(𝑔𝑘)〉. 

𝐺عنی  ی ذکر شده یبه مجموعه = {𝑔1, … , 𝑔𝑘} ⊂ 𝐼 گربنر یپایه یک 𝐼 گوییم. یکی از می ≻ به نسبت

ℜدر  یاچندجمله هایهاگستد حل گربنر هایپایه هایدبررکا ترینمهم = 𝕂[𝑥1, … , 𝑥𝑛] باشد که به یم

  دهیم.اختصار به کمک یک مثال توضیح می

𝐼 کنیم ضفر = 〈𝑓1, … , 𝑓𝑠〉 ی در لآهیداℜ = 𝕂[𝑥1, … , 𝑥𝑛] .لآهیدا 8چندگونایاز  رمنظو باشد 𝐼 رانآ که 

,𝕍(𝑓1 یا 𝕍(𝐼) با … , 𝑓𝑠) از  یرز ییرمجموعهز هیمدیم نمایش𝕂𝑛 ستا: 
𝕍(𝐼) = {(𝑎1, … , 𝑎𝑛) ∈ 𝕂𝑛 | 𝑓𝑖(𝑎1, … , 𝑎𝑛) = ∘, ∀𝑖 = 1, … , 𝑠} 

 رتصویندر ا باشد. یاجملهتک ترتیب کی به نسبت 𝐼 لآهیدا گربنر یپایه 𝐺 کنیم ضفر

𝕍(𝐼) = ∅ ⟺ 1 ∈ 𝐺. 

 ابجو یدارای اچندجمله هاگستد یک آیا که هیمد پاسخ السؤ ینا به یمانتویاین رابطه دو شرطی م کمک به

بیابیم. را  یاچندجمله هاگستد هایابجو نیماتووسیله پایه گربنر میبه ،پاسخ دنبو مثبت رتصودر  خیر. یا هست

 مراجعه نمایید. [28 ,22]برای جزییات بیشتر به  

 

                                                           
1 Lexicographic order 
2 Leading monomial 
3 Leading coefficient 
4 Leading term 
5 Leading ideal 
6 Dickson 
7 Dickson's lemma 
8 Variety  



 دهقانی درمیان یمهد  712-695، 23، دوره 1405تابستان  فصلنامه علمی کارافن،

700 
 

ℜی در حلقه 𝐼آل ی گربنر ایدهتا کنون پایه = 𝕂[𝑥1, … , 𝑥𝑛] ای مطالعه جملهرا نسبت به یک ترتیب تک

-ی ایدهقرار داشتند. در ادامه قصد داریم به مطالعه 𝕂ها در میدان دلخواه ایکردیم که در آن ضرایب چندجمله

هایی بر حسب تعدادی پارامتر ایها خود چندجملهایای بپردازیم که در آن ضرایب چندجملههای چندجملهآل

ی گربنر پارامتری مشهورند کنیم که به پایهها را معرفی و محاسبه میآلگونه ایدهی گربنر اینباشند سپس پایهمی

توسط  1992هوم برای اولین بار در سال شوند. این مفو با توجه به ساختاری که دارند دستگاه گربنر نامیده می

ی دستگاه گربنر را ارائه کرد. در سال وی در این مقاله اولین الگوریتم محاسبه .معرفی شد [6]وایزفنینگ در 

را مورد مطالعه قرار داد  2نام تخصیصهای گربنر تحت تاثیر یک همریختی خاص بهپایایی پایه 1کالک برنر 1997

 2002دو مفهوم را فراهم کرد. در سال  ی اینتر برای محاسبههای سریعی پیدایش الگوریتمها بعد زمینهکه سال

ی ، اولین الگوریتم سریع و کاربردی محاسبه[6]ی طراحی الگوریتم وایزفنینگ با استفاده از ایده [16]در  3مونتس

گربنر فراگیر  یپایه [20]را مشاهده کنید(. یک سال بعد وایزفنینگ در  [11]دستگاه گربنر را ارائه کرد )همچنین 

با استفاده از نتایج بسیار مهم و مفید کالک برنر  [19]در  5و ساتو 4سوزوکی 2006متعارف را معرفی نمود. در سال 

و  6کاپور 2010ی گربنر فراگیر ارائه کنند. در سال ی دستگاه گربنر و پایهای جدید برای محاسبهتوانستند شیوه

توانستند  [6]های وایزفنینگ در با استفاده از الگوریتم ساتو و سوزوکی و همچنین ایده [51]همکارانش در  

 ی دستگاه گربنر را طراحی کنند. ترین الگوریتم محاسبهسریع

های را معرفی کرد که با استفاده از تکنیک GESGVWCGSالگوریتم کارامد خود   [8]سرانجام دهقانی در 

پردازد.  در ادامه پس از بیان مقدمات، مفهوم دستگاه گربنر را جبرخطی پارامتری به افراز فضای پارامتری می

 کنیم. معرفی می

𝑆فرض کنیم  = 𝕂[𝑎][𝑥] های پارامتری باشد که در آنایی چندجملهحلقه  𝑥 = 𝑥1, … , 𝑥𝑛 ای از دنباله

𝑎متغیرها و  = 𝑎1, … , 𝑎𝑚 ای در جملهای از پارامترها است. هر تکدنباله𝑆  به شکل(∏ 𝑎𝑖)𝛿(∏ 𝑥𝑗)
𝛾

 

𝛾است که در آن  ∈ ℕ𝑛  و𝛿 ∈ ℕ𝑚 صورت و برای سادگی به𝑎𝛿𝑥𝛾 جملهتکی شود. برای مقایسهنوشته می-

ای روی متغیرها جملهیک ترتیب تک 𝑥≻ای است: اگر جملهنیاز به معرفی یک ترتیب تک  𝑆های موجود در ای

 عبارتست از 𝑥,𝑎≻ای جملهای روی پارامترها باشد آنگاه ترتیب تکجملهیک ترتیب تک 𝑎≻و 

𝑥𝛾𝑎𝛿 ≺𝑥,𝑎 𝑥𝛼𝑎𝛽  اگر𝑥𝛾 ≺𝑥 𝑥𝛼  یا𝑥𝛾 = 𝑥𝛼  و𝑎𝛿 ≺𝑎 𝑎𝛽 

𝛼که در آن  ∈ ℕ𝑛  و𝛿, 𝛽 ∈ ℕ𝑚. 

 

                                                           
1 Kalkbrener 
2 Specialization 
3 Montes 
4 Suzuki 
5 Sato 
6 Kapur 
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,𝐹.  فرض کنیم 3تعریف  𝐺𝑖 ⊂ 𝑆  و(𝑁𝑖 , 𝑊𝑖) ⊂ 𝕂[𝑎] × 𝕂[𝑎] ازای به𝑖 = 1, … , 𝑙ی سه. مجموعه-

ℊهای تایی = {(𝑁𝑖, 𝑊𝑖, 𝐺𝑖)}𝑖=1
ℓ آلیک دستگاه گربنر ایده 〈𝑓〉  روی𝔸 ⊂ 𝕂

𝑚
-نسبت به ترتیب تک 

 داشته باشیم:  𝑖ازای هر شود هرگاه بهنامیده می 𝑥,𝑎≻ای جمله

 ی مجموعه𝜎(𝐺𝑖) ⊂ 𝕂[𝑥] گربنر  یک پایه〈𝜎(𝐹)〉  نسبت به≺𝑥 که در آن قسمیباشد به

𝜎همریختی   ∶ 𝕂[𝑎] → 𝕂  تخصیص دلخواهی است که در(𝑁𝑖 , 𝑊𝑖) کند.صدق می 

 ⋃ 𝕍(𝑁𝑖) \ 𝕍(𝑊𝑖) = 𝔸ℓ
𝑖=1 

 

𝔸اگر  = 𝕂
𝑚

های تایینامیم. به هر یک از سهمی 〈𝐹〉را یک دستگاه گربنر  ℊصورت خلاصه آنگاه به 
(𝑁𝑖 , 𝑊𝑖, 𝐺𝑖)  درℊ گوییم. با توجه به شرط دوم تعریف بالا، ی دستگاه گربنر مییک شاخه𝑁𝑖 ی را مجموعه

𝑁𝑖)نامیم. همچنین زوج می 2ی شرایط ناصفررا مجموعه 𝑊𝑖و  1شرایط صفر , 𝑊𝑖) گوییم هرگاه  3را زوج سازگار

𝕍(𝑁𝑖) \ 𝕍(𝑊𝑖) ≠ باشند. نامیم که از دستگاه گربنر قابل حذف میرا ناسازگار می صورت آنو در غیر این ∅

که در میپل اجرا   GESGVWCGSکنیم که با الگوریتم آل را بیان میتگاه گربنر یک ایدهدر ادامه مثالی از دس

 ایم محاسبه شده است.کرده

ارائه شده است  ]16[توسط مونتس در  2002را که در سال  DISPGB طور مختصر ساختار الگوریتمدر ادامه به

ی دستگاه هدف این الگوریتم محاسبه. کنیمالی را با کمک این الگوریتم محاسبه میدهیم و پس از آن مثشرح می

𝐹 آلگربنر یک ایده ⊂ 𝑆 = 𝕂[a][x] رأس در هر. است که ساختار درختی دودویی دارد 𝑣  از این درخت

𝑇𝑣 هایتاییسه = (𝑁𝑣 , 𝑊𝑣 , 𝐺𝑣) شود که در آنذخیره می 

𝑁𝑣) دوتایی .1 , 𝑊𝑣) ⊂ 𝕂[a] × 𝕂[a] ی تعریف ی حوزهبیانگر زوج سازگاریست که مشخص کننده

 .است هاتخصیص

𝐺𝑣 یمجموعه .2 ⊂ 𝕂[a][x] کهقسمیهاست بهاییک مجموعه از چندجمله 𝜎(𝐺𝑣) ای برای پایه

𝑁𝑣)که در  𝜎ازای هر است به 〈𝜎(𝐹)〉 آلایده , 𝑊𝑣) صدق کند. 

,[ ])شروع از رأس  با DISPGB الگوریتم [ ], 𝐹) کند که طبق توضیحات بالا یعنی در ابتدا برایکار میشروع به 

، هیچ محدودیتی روی پارامترها وجود ندارد و مجموعه شرایط صفر و ناصفر تهی 𝐹ی دستگاه گربنر محاسبه

را رأس پایانی  𝑣برسند ) های این درخت به رأس پایانیپذیرد که تمام شاخههستند. هنگامی الگوریتم پایان می

𝑁𝑣)تایی متناظر با آن یعنی نامیم هرگاه در سه , 𝑊𝑣 , 𝐺𝑣) یمجموعه 𝜎(𝐺𝑣) آلای گربنر ایدهیک پایه 〈𝜎(𝐹)〉 

𝑁𝑣)که در  𝜎 ازای هرتخصیصباشد به , 𝑊𝑣)  صدق کند. الگوریتمDISPGB  از دو نوع زیر الگوریتم زیر استفاده

 : کندیم

 شود. می CONDPGBو  NEWCONDهای شرطی که شامل دو زیر الگوریتم الگوریتم -1

 . NEWVERTEXو الگوریتم  BRANCHهای کنترلی که عبارتند از الگوریتم الگوریتم -2

                                                           
1 Null 
2 Not null 
3 Consistent pair 
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 :ها به شرح زیر استی هر یک از این زیرالگوریتموظیفه

 الگوریتم NEWCOND :ای ورودی این الگوریتم چندجمله𝑓 ∈ 𝑆  و زوج سازگار(𝑁, 𝑊) ⊂

𝕂[a] × 𝕂[a] ی این الگوریتم مشخص کردن تکلیف است. وظیفهLCx(𝑓)  نسبت به(𝑁, 𝑊) 

LCx(𝑓) کند که آیااست. در واقع این الگوریتم مشخص می LCx(𝑓) یا ∘ = یا هنوز تکلیف  ∘ ≠

,𝑁)نسبت به  LCx(𝑓)صفر یا ناصفر بودن  𝑊) یا ناصفر بودن  معلوم نیست. اگر صفرLCx(𝑓) 

,𝑁)نسبت به  𝑊)  معلوم نباشد، آنگاه الگوریتمNEWCOND الگوریتم  به راآنNEWVERTEX 

 دهد تا رأسی جدید در درخت محاسبات ایجاد شود.تحویل می

 الگوریتم CONDPGB :تایی فرض کنیم سه(𝑁𝑣 , 𝑊𝑣 , 𝐺𝑣)  متناظر با رأس𝑣  از درخت دودویی

𝑁𝑣)باشد. اگر هیچ ضریب پیشروی نامشخصی نسبت به  , 𝑊𝑣)  در𝐺𝑣  وجود نداشته باشد، آنگاه

آل ای گربنر ایدهیک پایه 𝜎(𝐺𝑣) شود تا بررسی کند که آیافراخوانده می CONDPGBالگوریتم 
〈𝜎(𝐹)〉  نسبت به(𝑁𝑣 , 𝑊𝑣) یعنی  کندتم بوخبرگر عمل میاست یا خیر این الگوریتم شبیه الگوری

,𝑔𝑖ازای هر به 𝑔𝑗 ∈ 𝐺𝑣 ی به محاسبهSpoly(𝑔𝑖, 𝑔𝑗) پردازد. اگر صفر یا ناصفر بودن ضریب می

شود تا عملیات فراخوانده می BRANCHای معلوم نباشد، آنگاه الگوریتم چندجمله S−یک  پیشروی

 و مساوی صفر و مخالف صفر( انجام شود.دوشاخه سازی مسیر محاسبات )ضریب پیشر

 الگوریتم BRANCH :ازای هر ضریب پیشروی ی صفر و ناصفر بهی این الگوریتم ایجاد دو شاخهوظیفه

 ی گربنر در الگوریتمی پایهشود که در محاسبهنامعلوم است. عملیات شاخه زنی هنگامی انجام می

CONDPGB دنش معلوم نیست پدیدار شود. یک پارامتر جدید که صفر یا ناصفر بو 

 الگوریتم NEWVERTEX :ای اگر چندجمله𝑓  در مسیر محاسبات موجود باشد که صفر یا ناصفر

رأسی جدید متناظر با این  NEWVERTEX صورت الگوریتمنامشخص باشد دراین LCx(𝑓)بودن 

ی صفر و به شاخه BRANCHی بعد توسط الگوریتم کندکه قاعدتاً در مرحلهضریب پیشرو ایجاد می

 شود.ناصفر تقسیم حالت می

 دهیم. مونتس را شرح می DISPGB در ادامه با مثالی ساده الگوریتم

 

,𝑥پارامتر و  𝑎فرض کنیم  .4مثال  𝑦  متغیر هستند و 

𝐹 = {(𝑎 − 1)𝑥 + 𝑦2, 𝑎𝑦 + 𝑎} ⊂ 𝕂[𝑎][𝑥, 𝑦] 
 لگوریتم مونتس یک دستگاه گربنر برای خواهیم با کمک اآل با ضرایب پارامتری باشد. مییک ایده

𝐹 یعنی  باشندی شرایط صفر و ناصفر تهی میمحاسبه کنیم. در ابتدا مجموعه𝑁 = [ ], 𝑊 = . چون صفر [ ]

LCx(𝑓1)یا ناصفر بودن  = 𝑎  معلوم نیست پس الگوریتمNEWCOND  پارامتر𝑎  را به الگوریتم

NEWVERTEX یدهد و سپس دو شاخهتحویل می 𝑎 𝑎و  ∘ = شود. این ایجاد می BRANCHتوسط  ∘ ≠

𝑁به  𝑎بدان معناست که یکبار پارامتر  = 𝑊شود و یکبار به اضافه می [ ] = [ ]. 

  اگر𝑎 𝐹|{𝑎= ∘}، آنگاه ∘ = = {−𝑥 + 𝑦2} ی گربنر است. که همواره یک پایه 

  اگر𝑎 𝑎صورت نیاز به بررسی پارامتر دراین ∘ ≠ − 1 = LCx(𝑓2)  است. پس تحت فرض𝑎 ≠ ∘ 

𝑎ی دوشاخه − 1 𝑎و  ∘ = − 1 𝑎شود. این بدان معناست که یکبار پارامتر ایجاد می ∘ ≠ − به  1
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𝑁 = 𝑊 شود و یکبار بهاضافه می [ ] = [𝑎]. 

𝑎 اگر - = 𝐹|{𝑎=1} آنگاه ،1 = {𝑦 + 1, 𝑦2}  که پس از فراخوانی الگوریتمCONDPGB  مشخص

𝑎]) نسبت به 〈𝜎(𝐹)〉 آلی گربنر ایدهایهیک پ {1} یشود که مجموعهمی − 1], [𝑎]) .است 

𝑎اگر   - ≠ ,𝑓1صورت هر دو ضریب پیشروی ، دراین1 𝑓2  مخالف صفر هستند. پس از فراخوانی الگوریتم

CONDPGB شود که و با کمک محک اول بوخبرگر مشخص می{𝑎𝑦 + 𝑎, (𝑎 − 1)𝑥 + 𝑦2} 

,[ ])نسبت به  〈𝜎(𝐹)〉 آلی گربنر ایدهیک پایه [𝑎, 𝑎 −  است. ([1

 

𝑎ای جملهنسبت به ترتیب تک 〈𝐹〉نمودار درختی دستگاه گربنر  ≺𝑙𝑒𝑥 𝑦 ≺𝑙𝑒𝑥 𝑥  :عبارتست از 

 

 
 4: نمودار درختی دستگاه گربنر مثال 1 شکل

 

 یید.مراجعه نما [16,11] به  BDISPG تمیگوربرای جزییات بیشتر درباره محاسبه دستگاه گربنر با ال

 ند،یآیوجود مبه یریگ میتصم رقابلیغ یشرویپ بیکه ضرا یهنگام DISPGB تمیگورهمانطور که دیدیم، ال

 رفع یشود. برا ی الگوریتمها منجر به ناکارآمدشاخه رتکث لیتواند به دلیکند که میم دیتول یدیجد یشاخه ها

نصب  DISPGB  تمیالگور رویرا  یاوسحذف گروش از  ینسخه پارامتر کی، GES تمی، ما الگورشکلم نیا

 همه  یسازیخطا ب GES تمی. الگوردکنپارامتری افراز  سلولتعداد متناهی پارامتر را از قبل به  یتا فضا میکنیم

 یحذف گاوس ستمیس کی ای،جملههر تک یبرا دیجد یرهایمتغ یمعرف قیطر ازی رخطیغ یهایاچندجمله

گروبنر  یهاستمیمحاسبه س یبرارا   DISPGB  تمی، ما الگورGESGVWCGS تمیالگور در .کندیم محاسبه

در  کند،یاستفاده م F5 یهاحکبر اساس م یشیساختار افزا کیاز  GESGVWCGS تمی. الگورمیدهیارتقا م

لذا . کندیحذف م را  آلدهیا کی یگروبنر برا هیپا حین محاسبهرا در  یرضروریغهای زوج یهاکاهش جهینت

 یهاکیتکن  GESGVWCGS تمیالگور درهمچنین کند.  یم جادیپارامتر ا یدر فضا کمتری دیجد یهاهشاخ

 تمیکه الگور مدادینشان  ]8[در  ما  شود.استفاده می یپارامتر یفضا هیاول یبندشنیپارت یبرا یپارامتر یجبر خط

GESGVWCGS تمیکمتر، از الگور یهاشاخه دیها با تولمثالاز  یاریدر بس DISPGB کند،یبهتر عمل م 

برای جزییات بیشتر درباره محاسبه دستگاه گربنر با  .دهدیرا کاهش م ی محاسبات دستگاه گربنردگیچیپ نیبنابرا

 مراجعه نمایید. [8] به GESGVWCGS تمیالگور
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 بندی خودکار منحنی پارامتریرده
 

 از چندگونای کاربردی عنوانبه سپس و کنیممی یادآوری را منحنی یک منفرد نقاط مفهوم ابتدا بخش این در

 نقاط بر اساس پارامترها و مختلف مقادیر برحسب را پارامتری منحنی یک توانمی چگونه دهیممی نشان رد،منف

 .کرد بندیرده آن منفرد

𝑅 کنیم فرض = 𝐾[𝑥1, … , 𝑥𝑛] و هاایچندجمله یحلقه 𝑌 = 𝕍(𝑓1, … , 𝑓𝑚) ⊂ 𝔸𝐾
𝑛 باشد  1چندگونا یک

,𝑓1 که طوریبه … , 𝑓𝑚 ∈ 𝑅 .چندگونای 𝑌 ینقطه در 𝑝 ∈ 𝑌 ماتریس یرتبه است هرگاه نامنفرد  

(𝑝) 𝐽 = (  𝜕(𝑥𝑖)
𝜕(𝑓𝑖)

𝑛برابر   ( − 𝑟 آن در که باشد𝑟 = dim (𝑌)همچنین، چندگونای . 𝑌 نامیم 2نامنفرد را 

𝑝هر  در 𝑌 هرگاه ∈ 𝑌 باشد نامنفرد. 

𝑌 منحنی .5مثال  = 𝕍(𝑦2 − 𝑥3) ⊂ ℝ2 اینکه از. گیریممی نظر در ار 𝑓 = 𝑦2 − 𝑥3 گیریممی نتیجه 

𝐽 = (
𝜕(𝑓)     𝜕(𝑓)

𝜕(𝑥)     𝜕(𝑦)
) = (−3𝑥2 2𝑦). 

 

𝑛از طرفی  = 𝑟و  2 = وضوح به. شود منفرد است صفر فوق برابر های ماتریسدر نقاطی که رتبه 𝑌. بنابراین 1

(∘,∘)ی در نقطه ∈ 𝑌 ی ماتریس رتبه𝐽 واقع در. باشدمی منحنی فوق منفرد ینقطه (∘,∘) ابر صفر است. پسبر 
 قرار مماس خط طرف دو در ی منحنیشاخه دو نقطه، این در. شودمی نامیده 3یک نوع بازگشت ینقطه (∘,∘)

 .است زیر شکل به منحنی این نمودار دارند.

 

 

 
 ی بازگشت: نقطه2 شکل

 

                                                           
1 Variety 
2 Non-Singular 

3 Cuspidal point 
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های آن نسبت به های پارامتری در ابتدا باید به کمک ضابطه خم و تمام مشتقبندی خودکار خمرای ردهبنابراین ب

پارامتر و  چندینبه  آل حاصلایدهکه  ییآنجاای تشکیل دهیم. از آل چندجملهمتغیرهای موجود در خم، یک ایده

آل تشکیل شده را نسبت به ایده ربنرگ یک دستگاه GESGVWCGS الگوریتماز  استفادهبا دارد،  یبستگ ریمتغ

ی گربنر متناظر با شرایط های مشترک هر پایهکنیم. ریشهای روی متغیرها و پارامترها محاسبه میجملهترتیب تک

ای برابر مجموعه باشد. اگر پایه گربنر شاخهپارامتری خودش در هر شاخه، همان نقاط تکین یا منفرد منحنی می

 یط منحنی نامنفرد است. یک شود تحت آن شرا

 

 بگیرید: نظر در پارامتری زیر را منحنی حال

 

𝑦2 + 𝑎1𝑥𝑦 + 𝑎3𝑦 = 𝑥3 + 𝑎2𝑥2 + 𝑎4𝑥 + 𝑎6 
 

مبحث  این از خارج منحنی این معرفی برای مقدماتی مفاهیم بیان. است 1بیضوی منحنی یک فرمول کلی این

صورت زیر به فوق منحنی بیضوی یشده ساده نمایش. نمایید [ مراجعه26] به بیشتر جزئیات کسب برای. باشدمی

  است:

𝑦2 = 𝑥3 + 𝑎𝑥 + 𝑏 
,𝑎 از مقادیری ازای چهبه که است این شودمی مطرح جااین در که سؤالی 𝑏 منفرد ینقطه دارای فوق منحنی 

 و لازم شرط همچنین. ندارد منفرد ینقطه بیضوی منحنی دانیم یکمی کلاسیک جبری یهندسه از. باشدمی

𝑦2منحنی   اینکه برای کافی = 𝑥3 + 𝑎𝑥 + 𝑏  ی مبین است که مقدار رابطه این باشد منفرد ینقطه فاقد

∆= 27𝑏2 + 4𝑎3 الگوریتم از استفاده با در ادامه. باشد صفر مخالف GESGVWCGS بررسی را مسئله این 

𝑓 فاده از با است منظور این برای. کنیممی = 𝑦2 − 𝑥3 − 𝑎𝑥 − 𝑏 تشکیل را زیر آلایده آن هایمشتق و 

 :دهیممی

𝐹 = 〈𝑓,
𝜕(𝑓)

𝜕(𝑥)
,
𝜕(𝑓)

𝜕(𝑦)
〉 = 〈𝑦2 − 𝑥3 − 𝑎𝑥 − 𝑏, −3𝑥2 − 𝑎, 2𝑦〉 

,GESGVWCGS(𝐹 سپس 𝑏 ≺ 𝑎, 𝑦 ≺ 𝑥) است زیر صورتبه آن اجرای ینتیجه که کنیممی محاسبه را: 

𝐿 = {[[ ], [𝑎, 𝑏, 27𝑏2 + 4𝑎3], [1]], 

          [[27𝑏2 + 4𝑎3], [𝑎, 𝑏], [𝑦 − 2𝑎2 + 9𝑥𝑏]], 

          [[𝑏], [𝑎], [1]], [[𝑎], [𝑏], [1]], 

          [[𝑏, 𝑎], [ ], [𝑦, 𝑥2]]}. 
 

 صورتبه یهمجموع 𝐿 عضو اولین .کنیممی بررسی را هاآن تمام که است عضو پنج دارای فوق خروجی یمجموعه

(𝑁1, 𝑊1, 𝐺1) = ([[ ], [𝑎, 𝑏, 27𝑏2 + 4𝑎3],    .است ([[1]

                                                           
1 Elliptic curve  
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= ∆ اگر مبین 27𝑏2 + 4𝑎3، 𝐼1 = 𝐼2 و 〈∆〉 = 〈𝑎, 𝑏〉 چون آنگاه ∆ ∈ 𝐼2 گیریم که رابطه می نتیجه

𝐼1شمول  ⊂ 𝐼1 ∩ 𝐼2  است. برقرار است. از طرفی عکس این رابطه همواره برقرار 

𝐼1 بنابراین  = 𝐼1 ∩ 𝐼2  درنتیجه𝕍(𝐼1) = 𝕍(𝐼1 ∩ 𝐼2) .پس 𝕍(∆) برای منفرد کمینه چندگونای 

𝑦2 منحنی پارامتری ∘ = ∆ که مبین هنگامی واقع در. است 𝐹های ایچندجمله = 𝑥3 + 𝑎𝑥 + 𝑏  دارای

 را این مطلب نمودار سه کمک به ادامه در. ندارد فردمن ینقطه منحنی ∘ ≠ ∆ کههنگامی و است منفرد ینقطه

,𝑁1 شرایط مجموعه به توجه با ابتدا .دهیممی نشان 𝑊1 کنیممی فرض 𝑎 = 𝑏 و 2− = در  مقادیر )این 1

𝑁1, 𝑊1 منحنی  نمودار. ( ∘ ≠ ∆یعنی  کنندمی صدق𝑦2 − 𝑥3 + 2𝑥 − 1   :است زیر صورتبه   ∘ =

 
 

 
 : منحنی بیضوی3 شکل

 

 

,𝑁2) یعنی  𝐿 عضو دومین اکنون 𝑊2, 𝐺2) = ([27𝑏2 + 4𝑎3], [𝑎, 𝑏], [𝑦, 9𝑥𝑏 − 2𝑎2])  

𝐺2 اینکه از. کنیممی بررسی را = [𝑦, −2𝑎2 + 9𝑥𝑏] مقادیر 𝑦 𝑥و  ∘= =
2𝑎2

9𝑏
گیریم. در را نتیجه می 

,𝑎و  ∘ = ∆که هنگامی  واقع 𝑏 ) ینقطه ∘ ≠
2𝑎2

9𝑏
 . است (1)نقطه مضاعف منحنی منفرد ینقطه (∘,

𝑎اگر  = −3, 𝑏 = 𝑦2 منفرد منحنی ینقطه (∘,1) آنگاه 2 = 𝑥3 + 𝑎𝑥 + 𝑏 منحنی این یضابطه. است 

𝑦2ازای این مقادیر برابر به − 𝑥3 + 3. 𝑥 − 2   صورت زیر است:است که نمودار آن به   ∘ =

 

                                                           
1 Nodal point 
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 : نقطه گره یا مضاعف4 شکل

 

𝐺1 زیرا باشدمی آن عضو اولین همانند 𝐿 عضو چهارمین و سومین رفتار = 𝐺3 = 𝐺4 =  . اکنون آخرین[1]

,𝑁5)یعنی  𝐿 یمجموعه عضو 𝑊5, 𝐺5) = ([𝑏, 𝑎], [ ], [𝑦, 𝑥2] ) چون. کنیممی بررسی را 𝐺5 =

[𝑦, 𝑥2] یکسان پارامترهای مقادیر ازایبه گیریممی نتیجه 𝑎 = 𝑏 = ∆گرفت مبین  نتیجه توان)که می ∘ =

𝑦2(، منحنی ∘  = 𝑥3 + 𝑎𝑥 + 𝑏 نمودار . است منفرد ینقطه دارای (∘,∘) ینقطه در 

𝑦2 − 𝑥3   .دهدمی نشان را نتیجه این در زیر ∘ =

 

 
 : نقطه بازگشتی5 شکل

 

[  این نتایج حاصل شده است و در این مقاله از الگوریتم 32در ] DISPGB تمیالگور مکبا کشایان ذکر است که 

GESGVWCGS کنیم. بندی هوشمند استفاده میبرای این طبقه 

 .کنیممی محاسبه را آن 1یکمینه منفرد چندگونای و کنیممی بیان را دیگری پارامتری منحنی ادامه در

 

 پارامتری زیر را در نظر بگیرید:  منحنی .6مثال 

                                                           
1 Minimal singular variety 
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𝑥2 + 𝑏𝑦2 + 2𝑐𝑥𝑦 + 2𝑑𝑥 + 2𝑒𝑦 + 𝑓 = ∘ 
,𝑥 در آن که 𝑦 و متغیر 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓 ی کمینه منفرد چندگونای داریم قصد قبل مثال همانند. هستند پارامتر

گرفتن ضابطه منحنی که  نظر در با منظور این برای. کنیم حساب پارامترها مختلف مقادیر ایازبه را منحنی این

𝑔 برابر چندجمله ای = 𝑥2 + 𝑏𝑦2 + 2𝑐𝑥𝑦 + 2𝑑𝑥 + 2𝑒𝑦 + 𝑓 دهیممی تشکیل را زیر الاست ایده: 

𝐹 = 〈𝑔,
𝜕(𝑔)

𝜕(𝑥)
,
𝜕(𝑔)

𝜕(𝑦)
〉 = 

 
〈𝑥2 + 𝑏𝑦2 + 2𝑐𝑥𝑦 + 2𝑑𝑥 + 2𝑒𝑦 + 𝑓, 2(𝑥 + 𝑐𝑦 + 𝑑), 2(𝑏𝑦 + 𝑐𝑥 + 𝑒)〉 

 

 :شودمی حاصل زیر آل خروجیاجرای الگوریتم برای این ایده از پس

 
GESGVWCGS(𝐹, 𝑓 ≺𝑙𝑒𝑥 𝑒 ≺𝑙𝑒𝑥 𝑑 ≺𝑙𝑒𝑥 𝑐 ≺𝑙𝑒𝑥 𝑏, 𝑦 ≺𝑙𝑒𝑥 𝑥) = 

 

𝐿 = {[[ ], [𝑐𝑑 − 𝑒, 𝑐2𝑓 + 𝑏𝑑2 − 𝑏𝑓 − 2𝑐𝑑𝑒 + 𝑒2], [1]], 

        [[𝑐𝑑 − 𝑒, 𝑐2𝑓 + 𝑏𝑑2 − 𝑏𝑓 − 2𝑐𝑑𝑒 + 𝑒2], [𝑐, 𝑐𝑑 − 𝑒], [𝑐𝑦𝑑 − 𝑒𝑦 + 𝑑2

− 𝑓, −𝑑𝑒 + 𝑐𝑓 + 𝑐𝑑𝑥 − 𝑒𝑥]], 

        [[𝑐, 𝑏𝑑2 − 𝑏𝑓 + 𝑒2], [𝑑, 𝑒], [𝑒𝑦 − 𝑑2 + 𝑓, 𝑥 + 𝑑]], 

        [[𝑐𝑑 − 𝑒], [𝑑2 − 𝑓, −𝑑𝑒 + 𝑐𝑓], [1]], 
        [[−𝑒𝑓 + 𝑑2𝑒, −𝑑𝑒 + 𝑐𝑓, 𝑐𝑑 − 𝑒], [𝑑2 − 𝑓], [1]], 

        [[𝑑2 − 𝑓, −𝑑𝑒 + 𝑐𝑓, 𝑐𝑑 − 𝑒], [𝑐, −𝑐2 + 𝑏], [𝑦, 𝑥 + 𝑑]], 

        [[𝑒, 𝑑2 − 𝑓, 𝑐], [𝑏, 𝑑], [𝑦, 𝑥 + 𝑑]], 

        [[𝑓, 𝑒, 𝑑, 𝑐], [𝑏], [𝑦, 𝑥]], 

        [[𝑑2 − 𝑓, −𝑑𝑒 + 𝑐𝑓, 𝑐𝑑 − 𝑒, −𝑐2 + 𝑏], [𝑐], [𝑥 + 𝑐𝑦 + 𝑑]], 

        [[𝑒, 𝑑2 − 𝑓, 𝑐, 𝑏], [𝑑], [𝑥 + 𝑑]], 
        [[𝑓, 𝑒, 𝑑, 𝑐, 𝑏], [ ], [𝑥]]} 

  شودمی مشاهده که طورهمان

 
𝑖 = 1,5, 6  𝐿𝑀(𝐵𝑖) = {1} 
 𝑖 = 2, 3, 4, 7, 8, 9           𝐿𝑀(𝐵𝑖) = {𝑥, 𝑦} 
𝑖 = 10,11, 12           𝐿𝑀(𝐵𝑖) = {𝑥} 

 

𝑥2 پس منحنی + 𝑏𝑦2 + 2𝑐𝑥𝑦 + 2𝑑𝑥 + 2𝑒𝑦 + 𝑓 ,𝑁1) حالات مجموعه با متناسب ∘ = 𝑊1)  و

(𝑁5, 𝑊5)  و(𝑁6, 𝑊6) گربنر یپایه زیرا. نیست منفرد ینقطه دارای 𝐹 برابر  حالات فوق مجموعه با متناظر

= ∆ ایچندجمله .است [1]  𝑏𝑑2 − 𝑏𝑓 + 𝑐2𝑓 − 2𝑒𝑐𝑑 + 𝑒2 مجموعه به متعلق 𝑁2 نظر  در را

,𝐼1اگر . گیریممی … , 𝐼9 سوم اعضای هایمؤلفه عناصر یوسیلهبه شده تولید هایآلایده 𝐿 کمک  با آنگاه باشند



 712-695، 23، دوره 1405تابستان  فصلنامه علمی کارافن،                     یپارامتر یاچندجمله یهایهوشمند منحن یبندرده

709 
 

𝑖ازای که به شودمی مشاهده MAPLEافزار نرم در IdealMembership دستور = 1, … ∋ ∆مبین  9, 𝐼𝑖 .

〈∆〉گیریم نتیجه می بنابراین = 𝐼1 ⊂ 𝐼𝑖 ازایبه 𝑖 = 1, … ,9 . 

𝐼1در نتیجه  ⊂ 𝐼1 ∩ … ∩ 𝐼9  گیریم که  و چون همواره عکس رابطه شمول اخیر درست است نتیجه می𝐼1 =

𝐼1 ∩ … ∩ 𝐼9پس . 𝕍(𝐼1) = 𝕍(𝐼1 ∩ … ∩ 𝐼9) درنتیجه و 𝕍(∆) تولید دستگاه کمینه منفرد چندگونای 

 منحنی پارامتری  ∘ = ∆ کههنگامی واقع در .است 𝐹 آلایده هایایهچندجمل یوسیلهبه شده

𝑔 = 𝑥2 + 𝑏𝑦2 + 2𝑐𝑥𝑦 + 2𝑑𝑥 + 2𝑒𝑦 + 𝑓 
 . ندارد منفرد ینقطه منحنی ∘ ≠ ∆ کههنگامی است و منفرد ینقطه دارای

 یعنی 𝐿 عضو اولین ابتدا. دهیمنشان می را مطلب این نمودار دو کمک به ادامه در

[[ ], [𝑐𝑑 − 𝑒, 𝑐2𝑓 + 𝑏𝑑2 − 𝑏𝑓 − 2𝑐𝑑𝑒 + 𝑒2], [1]] 
 (∘ ≠ ∆ با شرایط صفر و شرایط ناصفر زیر )یعنی متناسب. کنیممطالعه می را

𝑁1 = [ ], 𝑊1 = [𝑐𝑑 − 𝑒, 𝑐2𝑓 + 𝑏𝑑2 − 𝑏𝑓 − 2𝑐𝑑𝑒 + 𝑒2] 
𝑏مقادیر  = 1, 𝑐 = 1, 𝑑 = 1, 𝑒 = 2, 𝑓 = ی معادله در مقادیر این یجایگذار از پس. گیریممی نظر در را 1

𝑥2 داریم منحنی + 𝑦2 + 2𝑥𝑦 + 2𝑥 + 4𝑦 + 1   .است آمده ادامه در نمودار که ∘ =

 

 
 : منحنی فاقد نقطه منفرد6 شکل

 
عضو  دومین اکنون. است منفرد ینقطه فاقد منحنی ∘ ≠ ∆که هنگامی کنیم،می مشاهده نمودار در که طورهمان

𝐿  یعنی[
[𝑐𝑑 − 𝑒, 𝑐2𝑓 + 𝑏𝑑2 − 𝑏𝑓 − 2𝑐𝑑𝑒 + 𝑒2], [𝑐, 𝑐𝑑 − 𝑒],

[𝑐𝑦𝑑 − 𝑒𝑦 + 𝑑2 − 𝑓, −𝑑𝑒 + 𝑐𝑓 + 𝑐𝑑𝑥 − 𝑒𝑥]
]  

𝐺2چون . گیریممی نظر در را = [𝑐𝑦𝑑 − 𝑒𝑦 + 𝑑2 − 𝑓, −𝑑𝑒 + 𝑐𝑓 + 𝑐𝑑𝑥 − 𝑒𝑥]  پس(𝑥, 𝑦) =

(
𝑑𝑒−𝑐𝑓

𝑐𝑑−𝑒
,

𝑓−𝑑2

𝑐𝑑−𝑒
∋ ∆ معادل طوربه یا ∘ = ∆ین، از تساوی همچن. ( 𝑁2 گیریممی نتیجه (𝑥, 𝑦) =

(
𝑑𝑒−𝑐𝑓

𝑐𝑑−𝑒
,

𝑓−𝑑2

𝑐𝑑−𝑒
𝑥2 منحنی منفرد ینقطه ( + 𝑏𝑦2 + 2𝑐𝑥𝑦 + 2𝑑𝑥 + 2𝑒𝑦 + 𝑓 اگر  حال. است ∘ =

𝑏 = −1, 𝑐 = 1, 𝑑 = 1, 𝑒 = 2, 𝑓 =
 1 

2
,𝑁2 با متناسب که  𝑊2 ،آنگاه  است(𝑥, 𝑦) = (−

 3 

2
,

 1 

2
) 

𝑥2منحنی پارامتری  منفرد ینقطه − 𝑦2 + 2𝑥𝑦 + 2𝑥 + 4𝑦 +
 1 

2
باشد که در شکل زیر مشاهده می ∘ =

 کنید. می
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𝑥2 − 𝑦2 + 2. 𝑥. 𝑦 + 2. 𝑥 + 4. 𝑦 +
 1 

2
= ∘ 

 
 : منحنی دارای نقطه منفرد7 شکل

 

 یریگ جهی. نت6

 GESGVWCGS الگوریتم مانند یمحاسبات یو ابزارها هاآنتکین نقاط  ،یپارامتر یهایمنحن مطالعه متقابل ریتأث

با کمک این دارد.  زیمختلف ن یعلم یهادر حوزه یعمل یامدهایبلکه پ کند،یم یما را غن یانداز نظرنه تنها چشم

 یاندهیبه طور فزا دهیچیپ یهندس یهاتیموجود لیو تحل هیتجز یخودکار برا یهاستمیس لینسپتا ،هاتکنیک

 ان،یپا در .شودیهموار م یواقع یایدن یوهایدر سنار یاضیدرک و کاربرد  ر یو راه را برا شودیقابل دسترس م

 از استفاده با توانندیم یمهندس و یعلم یکاربردها از یاریبس ،یپارامتر یهایمنحن اتومات یبندرده همانند

 یهایمنحن .ردیگ قرار یبررس مورد بخش تیرضا کاملا جینتا با گربنر یهادستگاه همچون یمحاسبات جبر یابزارها

هستند و  یاساس یابزارعنوان به [31-34]و بخصوص ریاضی  هیپا ، علومیدر علوم مهندس یپارامتر بیبا ضرا

 کیو گراف ، کد و رمزاقتصاد ،یمهندس ک،یزیکنند. آنها در فیرا فراهم م دهیچیاشکال و حرکات پ شیامکان نما

  کنند.یکمک م انهیواقع گرا یها شنیمیو ان یاقتصاد یحرکت ذرات، روندها لیکاربرد دارند و به تحل یوتریکامپ

 

 تشکر و قدردانی

 فرصت مطالعاتی صنعت و جامعه اینجانب در شرکت دانش بنیان دانشجویار خاورانپروژه نتایج ز ا یبخش ،مقاله نیا

  سپاسگزارم. نداداده شیمقاله را افزا تیفیارزشمند داوران که ک شنهاداتیاز نظرات و پ مانهیصمهمچنین،  است.
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