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 This paper employs computer algebra techniques to solve the 
inverse kinematics problem of the 3D Romin Robot. Similar to the 
approach applied to simple planar robots, which is based on 
analyzing the parameter space without considering any details, 
we extend it to the 3D Romin Robot by encompassing all 
conceivable parameters related to the angles and arm lengths of 
this robot. In particular, we apply the GES-GVW-CGS algorithm (an 
efficient algorithm for computing the Gröbner systems) to 
partition the parameter space into a finite set of parametric cells 
and assign a set of parametric polynomials to each cell. We solve 
the inverse kinematics problem according to each cell, which 
contains specific parameter information. All algorithms discussed 
in this paper are implemented in Maple software.  Compared to 
traditional methods, the proposed approach significantly 
improves the solution to the inverse kinematics problem for the 
3D Romin Robot. By leveraging computer algebra techniques and 
the GES-GVW-CGS algorithm within the Maple software 
environment, we can efficiently analyze the parameter space and 
provide solutions for a wide range of robot configurations. This 
research expands the applicability of existing methods to complex 
robotic systems and showcases the power of computational tools 
in advancing robotics research and development. 
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EXTENDED ABSTRACT 

Introduction 
The problem of inverse kinematics in a robot manipulator entails determining the joint 

angles for a specific position and orientation of the manipulator's hand. This problem can 

be formulated algebraically as solving a system of polynomial equations with parametric 

coefficients. The variables represent the joint angles, while the parameters correspond to 

the hand's location. Utilizing Gro bner systems for solving polynomial systems with 

parametric coefficients offers a practical approach to tackling this problem. By obtaining a 

finite set of triangular parametric polynomial systems, along with parametric conditions, we 

can simplify the original problem. It is important to mention that Gonza lez-Lo pez et al. 

manually address this problem using the "dynamic evaluation method. "In their approach, 

they combine algebraic techniques with geometric reasoning to efficiently determine the 

joint angles required for a given end-effector position and orientation. The Gro bner system 

method allows for a systematic and structured way of solving the inverse kinematics 

problem, providing a reliable solution for various manipulator configurations. 

Methodology 
The Gro bner system, as a computer algebra method, can be used to solve the inverse 

kinematics problem for the ROMIN robot, which is employed in production lines and 

product packaging. Additionally, the Romin robot is utilized in pressurized water nuclear 

reactors for periodic inspections and repairing tubes inside the reactor. The inverse 

kinematics problem employs kinematic equations to determine the robot's motion to 

reach a desired position. As these equations rely on certain parameters and variables, 

employing parametric Gro bner bases proves useful in solving these parametric equations 

to identify potential routes to a fixed position. Gro bner bases are a specific type of 

generator set of a polynomial ideal and serve as a potent tool in computer algebra. 

Introduced in 1965 and named after his advisor, Wolfgang Gro bner. He proposed two 

criteria to enhance the performance of his algorithm. Lazard described an algorithm for 

computing Gro bner bases by using linear algebra techniques. Faug`ere contributed to the 

development of two renowned algorithms, F4 and F5, for computing Gro bner bases. Given 

our focus on parametric Gro bner bases, particularly the Gro bner system, we delve into the 

existing literature on this subject. The concept of Gro bner systems and the initial 

algorithm for computing them were introduced by Weispfenning in 1992. Over the years, 

significant progress and numerous results have been achieved in computing Gro bner 

systems, culminating in Dehghani's 2024 proposal of an efficient algorithm, known as the 

GES-GVW-CGS algorithm, for their computation. 

Results and discussion 
Gro bner systems find various applications in Mathematics and other scientific fields. 

Specifically, we highlight their role in solving the inverse kinematics problem of the Romin 

robot. The Romin robot with three arms (the length of the first arm is invariant) and three 

degrees of freedom is located in R³. The angle θ_1 rotates around an axis perpendicular to 
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the ground. Also, θ_2 (resp., θ_3) is the angle measured from the horizontal plane Q1 (resp., 

Q2) to the second arm (resp., third arm). For any point (x, y, z) ∈ R³ and also by considering 

d² = x² + y² and utilizing the 3 matrix rotation, we obtain the following subset, which can be 

considered as the algebraical model describing the geometry of the Romin robot: 

𝐹 = {𝑐1
2 + 𝑠1

2 − 1, 𝑐2
2 + 𝑠2

2 − 1, 𝑐3
2 + 𝑠3

2 − 1, 𝑥 + 𝑑𝑠1, 𝑦 − 𝑑𝑐1, 𝑙2𝑐2 + 𝑙3𝑐3 − 𝑑, 𝑙2𝑠2 +

𝑙3𝑠3 − 𝑧}.  

 

By utilizing the Maple implementation of the GES-GVW-CGS algorithm, a Gro bner system 

for F is computed, featuring 34 branches, with 22 being generic and 12 being singular. In 

cases of singularity, the Romin robot lacks solutions, showcasing the success of the GES-

GVW-CGS algorithm in automatically computing all singular instances. The details of the 

singular branches are presented in the following tables: 

 

For instance, let us consider one of the generic branches of the computed Gro bner 

system as shown below:  
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Let's analyze and examine this triple where 𝑁 = [ 𝑥2 + 𝑦2 − 𝑑2] and 𝑊 =
[𝑑, 𝑙2, 𝑙3, 𝑑2 + 𝑧2] represent null and non-null sets, respectively. This implies that if 𝑥2 +

𝑦2 − 𝑑2 = 0 and 𝑑 ≠ 0, 𝑙2 ≠ 0, 𝑙3 ≠ 0, 𝑑2 + 𝑧2 ≠ 0, the set G below is a Gro bner basis with 

respect to the parametric constraints: 

After replacing the parameter values 𝑙2 = 3.5,   𝑙3 = 5.5, (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (3, 4, 6) ∈ ℝ3 in 

the Gro bner basis G that satisfies N and W, we obtain the following set of polynomials:  

 

 

 

 

 

 

 

 

Upon solving the system comprising 7 equations, the outcomes are as follows: 
 
   𝑠3 = 0.9580021314     𝐚𝐧𝐝   𝑐3 = 0.2867610787     
 
   𝑠2 = 0.2088537935     𝐚𝐧𝐝   𝑐2 = 0.9779468763 
 
   𝑠1 = −0.6                        𝐚𝐧𝐝   𝑐1 = 0.8                       
 
   𝑠3 = 0.4548145601     𝐚𝐧𝐝   𝑐3 = 0.8905861642    
 
   𝑠2 = 0.9995771198     𝐚𝐧𝐝   𝑐2 = 0.02907888479 
 
   𝑠1 = −0.6                        𝐚𝐧𝐝   𝑐1 = 0.8                       
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Consequently, corresponding to these solution sets, two distinct scenarios emerge for 
the angle between the arms: 
 
 

𝜃3 = 73.333585444o     𝐚𝐧𝐝   𝜃2 = 12.05519009o     𝐚𝐧𝐝   𝜃1 = −36.86989764o   
 

  𝜃3 = 27.053003323o     𝐚𝐧𝐝   𝜃2 = 88.33366771o     𝐚𝐧𝐝   𝜃1 = −36.86989764o     
    

 

Conclusion 
Solving the problem of inverse kinematics in robots is similar to many other interesting 
applications that can be explored using the Gro bner system. These systems can be 
utilized in image processing, cryptography, biochemistry, automated geometry proving, 
and other fields where complex algebraic problems necessitate the analysis of different 
conditions. Through the use of computer algebra techniques, researchers and engineers 
can effectively analyze intricate calculations and discover solutions to practical issues. 
The versatility and analytical capabilities of Gro bner systems have established them as 
valuable tools in various scientific and engineering domains. An exemplary application 
of computer algebra techniques in engineering sciences is the automatic calculation and 
analysis of all singularities in the studied Romin robot.  
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های جبر حل مساله سینماتیک معکوس ربات رومین بر پایه تکنیک

 محاسباتی
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 چکیده  اطلاعات مقاله

  )کاربردی( یپژوهشمقاله  مقاله: نوع
 نیمعکوس ربات روم کینماتیحل مسئله س یبرا یوتریجبر کامپ یهاکیمقاله از تکن نیا 

مسطح ساده  یهاربات یکه برااست  یمشابه روشاین روش کند. یاستفاده م یسه بعد

است. با  اتیاز هرگونه جزئ یپارامتر و عار یفضا لیو تحل هیبدون تجزکه  شودیاعمال م

تصور  لقاب یپارامترها حالات را با در نظر گرفتن تمام روش ربات سادهما این تفاوت که 

. به میدهیم میتعم یبعدسه نیربات، به ربات روم نیا یو طول بازوها ایمربوط به زوا

محاسبه  یامد براکار تمیالگور ککه ی GES-GVW-CGS تمیطور خاص، ما از الگور

 یاز سلول ها یبه مجموعه محدود یپارامتر یفضا میتقس یبرااست  گربنر یدستگاه ها

را به هر سلول  یپارامتر یها یااز چندجمله یاو مجموعه میکنیاستفاده م یپارامتر

است،  یخاص یاطلاعات پارامتر یکه حاو یو با توجه به هر سلول میدهیم تصاصاخ

را مقاله  نیمورد بحث در ا یهاتمی. تمام الگورمیکنیمعکوس را حل م کینماتیس مسئله

را در حل  یتوجهقابل شرفتیپ یشنهادیپ کردیرو .ایمکرده یساز ادهیپ Mapleدر 

 یسنت یهابا روش سهیدر مقا یسه بعد نیربات روم یمعکوس برا کینماتیمسئله س

 GES-GVW-CGS تمیو الگور کامپیوتریجبر  یهاکی. با استفاده از تکندهدینشان م

 لیو تحل هیتجز مدطور کارآپارامترها را به یفضا میتوانی، مMapleافزار نرم طیدر مح

نه  قیتحق نی. امیربات ارائه کن یهایکربندیاز پ یعیوس فیط یبرا ییهاحلو راه میکن

بلکه  دهد،یگسترش م دهیچیپ کیربات یهاستمیموجود را در س یهاتنها کاربرد روش

 .گذاردیم شیبه نما کیو توسعه ربات قیتحق شرفتیرا در پ یمحاسبات یقدرت ابزارها
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 : مقدمه
 

است که در  یکینماتیمتشکل ازمعادلات و روابط س یاضیر ندیفرآ کی یکدر ربات 1معکوس کینماتیمسئله س

مطلوب و مورد  تیبه موقع دنیرس یطول بازوها برا نییو تع یمفصل یهاتیحرکت ربات، محاسبه موقع نییتع

 میخاص تنظ تیموقع کیکه اگر مفاصل در  2میمستق کینماتیس برخلاف. شودیفضا مطرح م اینظر در صفحه 

 کردیراه حل مختلف و رو نیمعکوس، اغلب چند کینماتیپاسخ خواهد داشت،  س کیربات  یشوند، نقطه دسترس

طول بازوها و  نییمعکوس تع کینماتیکند. هدف از حل مساله سیم هیبه نقطه مشخص ارا یدسترس یمتعدد برا

 یدسترس یاز فضا نینقطه و جهت مع کیقرار دادن دست ربات در  یربات براو مفاصل اتصالات  یهاهیزاو ریمقاد

ی )با محوریت ماتریس اضیو ر یلیتحل یهامعکوس با روش کینماتیها مساله ساز ربات یباشد. در برخیربات م

را با کمک مفاهیم و  4. در این مقاله قصد داریم مساله سینماتیک معکوس ربات رومینباشدیقابل حل م (3ژاکوبی

مورد  [1]در  5ارزیابی پویای حل نماییم. شایان ذکر است این مساله با کمک روش وتریکامپهای جبر تکنیک

 رباتاند. صورت تک تک و غیر اتومات بررسی شدههای مفاصل و طول بازوها بهالعه قرار گرفته است و حالتمط

 یاتصالات چرخش یدارا یسه بدنه است که همگ یاست که دارا یچرخش سهی درجه آزاد با رومین یک ربات

با دو . این ربات همچنین دارای یک دست هستند یسه درجه آزاد با یمفصل یو دو بازو یچرخش هیمسطح، پا

. اکنون ساختار و ظاهر ربات رومین با توجه به توسعه پروژه ها و به دلایل فیزیکی تغییر کرده است یدرجه آزاد

های دقیق نمادین و جبر کامپیوتری است. هدف ما بدست اوردن جواب مدل معکوس این ربات با استفاده از روش

ها استفاده در خط تولید محصولات مختلف دارای کاربردهای فراوانی است که مهمترین آن باشد.  ربات رومینمی

                                                           
1 Inverse kinematics problem 

2 Forward kinematics 

3 Jacobian matrix 

4 Romin robot 

5 Dynamic evaluation method 

 
  دیخط تول یبند: ربات بسته1شکل 
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آب تحت  یرآکتور هسته ا"از نوع  یهسته ا یها روگاهیبخار در ن یمولدهاها و از همه مهمتر در و بسته بندی آن

 است. "1فشار

   
یاهسته نیروگاهبخار در  یمولدها: 2شکل   

 

تعداد بسیار  که با یآب خروج یبرای گریو د یآب ورود یبرا یکی :دو جعبه آب مجزا هستند یدارا مولدهای بخار

باشد. ها گرم کردن مدار ثانویه رآکتور میاند و وظیفه آنلوله( به هم متصل شده 5000زیادی لوله یو شکل )حدود 

کند که های آبی عبور میز جعبهای برای بدست اوردن بخار آب در مدار اولیه اآب سرد بدون آلایندگی هسته

شدت رادیو اکتیویته ها بهآیند. پس این جعبهای میای هستند و از رآکتور هستهحاوی محصولات رادیواکتیویته

شوند و لازم است که از تبادل آب بین مدارهای اولیه و ثانویه جلوگیری شود. مولد بخار چنین کار سختی را می

شود. های یو شکل انجام میای برای حفظ وضعیت لولهو ارتعاش زیاد( که با بررسی دوره دهد )تحت فشار انجام می

ای آب انجام شود که با توجه به ابعاد کوچک آنها و داشتنن رادیواکتیویته های هستهاین عملیات باید از داخل جعبه

 ود. شپذیر نیست و توسط ربات رومین انجام میشدید این کار توسط انسان امکان

که  ییاز آنجاسازی جبری از ربات رومین حاصل شود. برای حل مساله سینماتیک معکوس در ابتدا باید یک مدل

های و پایه 2گربنر یها هیدارند، استفاده از پا یبستگ رهایپارامترها و متغ یبه برخ سازیحاصل از این مدل معادلات

 دیثابت مف تیموقع آنبه  دنیرس یممکن برا یهاهرا همه افتنبا هدف یمعادلات  نیحل ا یبرا یپارامترگربنر 

 یها هیمفهوم پا را استخراج کنیم.  3همچنین با استفاده از پایه های گربنر پارامتری میتوانیم نقاط تکین است.

 هیاست. پا یوتریدر جبر کامپ یاست و ابزار قدرتمند یاآل چند جمله دهیا کیاز مجموعه مولد  یگربنر نوع خاص

در  4بوخبرگر ومحاسبه آنها توسط برون یبوخبرگر( برا تمی)الگور تمیالگور کیهمراه با  1965گربنر در سال  یها

کرد.  ینامگذار ( پایه گربنر5ولفگانگ گربنر) استاد راهنمایششد. او آنها را به افتخار  یمعرف [2]یش دکترارساله 

را  یتمیالگور 6، لازارد1983کرد. در سال  شنهادیخود پ تمیبهبود عملکرد الگور یرا برا اریدو مع [3] در سپس، او

                                                           
1 Pressurized Water Reactor - PWR 
2 Gröbner bases 

3 Singular point 

4 Bruno Buchberger 

5 Wolfgang Gröbner 

6 Lazard 
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معروف  تمیدو الگور 1بعداً، فوژرکرد.  فیتوص [4] یجبر خط یها کیگربنر با استفاده از تکن یها هیپا محاسبه یبرا

 یهاهیکه مطالعه ما بر پا ییاز آنجارا مطالعه کنید(.  [6, 5])مراجع  گربنر ارائه کرد یها هیمحاسبه پا یبرا خود

موضوع را  نیاموجود در مورد  هتاریخچمتمرکز است به طور خلاصه،  ،2رگربن دستگاه مشهور به ،یگربنر پارامتر

آنها برای اولین بار توسط  محاسبه یبرا تمیالگور نیاول نیگربنر و همچن یهادستگاه. مفهوم میکن یمرور م

 ستمیدر محاسبات س یاریبس جیمطالعات موثر و نتا ها،سال  نیدر امعرفی شد.  [7]در  1992در سال  3وایزفنینگ

در نهایت دهقانی روش  .که نشان از اهمیت و کاربرد این مفهوم دارد [24-8] ه استگربنر به دست آمد یها

  پردازد. های جبرخطی پارامتری به افراز فضای پارامتری میمعرفی کرد که با استفاده از تکنیک [9]کارامد خود را در 

 یتوان به هندسه جبر یخاص، م علوم دارند. به طور ریو سا اتیاضیدر ر یمتعدد یگربنر کاربردها یهاستمیس

 دسههن ایایقض برخی ، اثبات خودکار[31, 30]بیوشیمی و بیولوژی  ،[15, 10, 8] یپارامتر ی، جبر خط[25-29]

برای رسیدن به هدف اصلی این اشاره کرد.  رهیو غ [34]های الکتریکی ، شبکه[33, 32, 29, 28, 25, 19, 16]

به بیان مفهوم پایه گربنر و دستگاه گربنر  1تحقیق، ساختار مقاله بصورت زیرتنظیم شده  است: در بخش 

های شود و چگونگی کاربرد پایهم میانجا 2پردازیم. معرفی مختصری از مساله سینماتیک معکوس در بخش می

به حل مساله سینماتیک  3شود.  در بخش گربنر برای حل این مساله برای رباتی مسطح ساده توضیح داده می

 معکوس ربات رومین با کمک دستگاه گربنر خواهیم پرداخت.  

 

 و دستگاه گربنر  گربنر هایپایه

 
گ انگلفی وهنمایرا بوخبرگر تحت نووبر یاکترد یسالهدر ر هانآ یمحاسبه یتمروگلا لینو او گربنر هایپایه ممفهو

ی قسمت رجخا فضای یابری مناسب نمایش یافتن بوخبرگر فهد قع. در وا[3]شدند ی معرف 1965 لسادر  گربنر

 شد یاردستاندا یپایهی معرف زسا مینهز ،مناسب نمایش ین. ادبو صفر بعداز  یاچندجمله لآهیدا یک با متناظر

 تمحاسبای پیچیدگاز  4بوخبرگر یتمروگل. انامید گربنر یپایهرا آن  هنمایشرا دستاا رفتخاا به بعدها بوخبرگر که

نماید  سریعترو  تمندتررقدرا  دخو یتمروگلا محک،دو  یئهارا با 1979 لسادر  نستاتو ی. ودبو رداربرخوی یلابا

 بخشد دبهبورا  گربنر یپایه یمحاسبه نستاتوی جبرخطاز  دهستفاا با [4] در 1983 لسادر  زاردلا نیلدا .[3]

 دخو رمشهو یتمروگلدو ا ژرفو نهایتدر .ستا گربنر یپایه یمحاسبه دبهبو یمینهی در زعطف ینقطه دخو ینا که

در  .ستا نتاکنو گربنر یپایه یمحاسبه یتمروگلا ترینسریع 5Fیتم روگلا که [6, 5] دکر ئهرا ارا 5Fو  4Fی یعن

را  هچند متغیر هاییاچندجمله یحلقه برای این منظور در ابتدا .هیمدیم ارقر مطالعه ردها را موادامه  این پایه

,𝓍1متغیرهای  حسب بر یاجملهتک یک  کنیم.را معرفی میی اتک جمله ترتیب یک بیان و سپس … , 𝓍𝑛 

𝓍𝛼شکل  به از متغیرهای تواندار یحاصل ضرب =  𝑥1
𝛼1 … 𝑥𝑛

𝑎𝑛 که ی ست به قسماα = (𝛼1, … , 𝛼𝑛) 

α گر بردار . اباشدی نامنف صحیح ادعداز ا یداربر = (0, … 𝑥𝛼 هگانآ (0, = را با  𝑥𝛼 یجهدر نیهمچن ، 1

                                                           
1 Faugère 
2 Gröbner system 

3 Weispfenning 

4 Buchberger’s algorithm 
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|𝛼| رتصوبهداده و  شینما |𝛼| نماد = ∑ 𝑎𝑖
𝑛
𝑖=1 کنیم  ضفر .کنیمیم تعریف𝕂 هر. باشد انمید یک 

,𝓍1متغیرهای  حسب بر 𝑓ی اچندجمله … , 𝓍𝑛 در  یباضر با هایاتک جمله از یمتناه یادتعدی خط ترکیب𝕂 

𝑓به شکل  که ستا = ∑ 𝑎𝛼𝑥𝛼
𝛼∈𝐴 آن و در  باشدیم𝐴 ⊂ 𝕫≥0

𝑛 و  ستی ای متناهایر مجموعهز𝛼𝛼  ∈  𝕂 

داده  نمایش deg (𝑓) دنما بارا  𝑓ی اچندجمله یجهدر ،همچنین. هستند 𝑓 در 𝑥𝛼های یاجملهتک یباضر ها

 :کنیمیم تعریف یرز رتصوبهو 
deg(𝑓) = max{|𝑎| | 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑎𝑎  ≠ ∘ }  

,𝓍1متغیرهای  حسب بر هایاچندجمله یهمهاز  متشکل مجموعه … , 𝓍𝑛 در  یباضر با𝕂 عملدو  اههمربه 

 ستا ممرسو همتغیر چند هاییاچندجمله یحلقه به که هنددیم یاحلقه تشکیل هایاچندجمله بضرو  جمع

ℜ دنما باو  = 𝕂[𝑥1, … , 𝑥𝑛] ی جهدر که همتغیر یک هاییاچندجمله یحلقه فخلا بر. دشویمداده  نمایش

 به زنیا همتغیر چند هاییاچندجمله یحلقهدارد، در  هانآ یمقایسهدر  یاهکنند تعیین نقش هایاجملهتک

∘ ≤ℤروی  ≻ یکل ترتیب یم: یکدار ترتیبی نوع تعریف
𝑛  هر  یازابه ههرگا 1گوییم یاجملهتک ترتیب یکرا

𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ ℤ≥ ∘
𝑛 : 

αاگر  .1 ≺ β هگانآ α + γ ≺ β + γ 

∘ ≤ℤروی  ≻ترتیب  .2
𝑛 ترتیب باشد.خوش 

 یک یرز یکبهیک تناظراز  دهستفاا با. باشد ℜ یحلقه هاییاجملهتک متما یمجموعه 𝕄(ℜ)کنیم  ضفر

∘ ≤ℤی رو یاجملهترتیب تک
𝑛 ی رو یاجمله تک ترتیب یک بهℜ دشویم تبدیل: 

𝕄(ℜ) → ℤ≥ ∘
𝑛  

𝑥1
𝛼1 … 𝑥𝑛

𝛼𝑛 → (𝛼1, … , 𝛼𝑛) 
𝑥𝛼 یاجملهتکدو  یازابه این تناظر، بنابر , 𝑥𝛽 ∈ ℜ گرا 𝑎 ≺ 𝛽 کنیم یم تعریف هگانآ𝑥𝛼 ≺ 𝑥𝛽  

𝛽گوییم  اشاره کرد که در آن 2لفباییا توان به ترتیبمی یاجمله تک هایترتیب ترینمهم از ≺𝑙𝑒𝑥 𝛼 ههرگا 

𝛼چپ  سمت ناصفر یمؤلفه لیناو − 𝛽 باشد مثبت. 

ℜکنید  ضفر = 𝕂[𝑥1, … , 𝑥𝑛]  ی رو یاجملهتک ترتیب یک ≻وℜ یاچندجمله. باشد 

𝑓 = 𝑎𝑎𝑥𝑎 + ⋯ + 𝑎𝛾𝑥𝛾 
𝑥𝛾را که در آن  ≺ ⋯ ≺ 𝑥𝑎  و𝑎𝑎 ≠ و  4وپیشر ضریب ،3وپیشر یاجمله تکاز  رمنظو. گیریمیم نظردر  0

𝑎𝑎ترتیب  به ≻ به نسبت 𝑓 5یوی پیشرجمله , 𝑥𝛾 و 𝑎𝑎𝑥𝑎 های دنما با که ستاLC≺(𝑓), LM≺(𝑓)  و

LT≺(𝑓) لآهیداشود. همچنین یم داده نمایش 𝐼 ⊂ 𝕂[𝑥1, … , 𝑥𝑛] ههرگا نامیم یاجمله تکی لآهیدرا ا 

𝐼 کنیم ضفر .دشو تولید هایاجمله تکاز  (ییا نامتناهی )متناه مجموعه یک توسط ⊂ ℜ = 𝕂[𝑥1, … , 𝑥𝑛] 

                                                           
1 Monomial order 

2 Lexicographic order 

3 Leading monomial 

4 Leading coefficient 

5 Leading term 
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را  𝐼 1یوپیشر لآهیدا رتصوین. در اباشد 𝑅ی روی اجملهتک ترتیب ≻و  هایاچندجمله یحلقهی در لآهیدا

 :کنیمیم تعریف یرز رتصوبه ≻ به نسبت
LT≺(𝐼) = 〈LT≺(𝑓) | 𝑓 ∈ 𝐼〉 

 لآهیدا ثابت کرد که هر 2نیکسود 1913سال  درست. ا یاجملهتکی لآهیدا LT≺(𝐼) ستا مشخص که رطونهما

,𝑔1های یا( پس چندجمله3نیکسود ست )لمی امتناه مولد مجموعه کی یدارا یاجملهتک … , 𝑔𝑘 ∈ 𝐼 

 کهیقسمبه نددموجو

LT≺(𝐼) = 〈LT≺(𝑔1), … , LT≺(𝑔𝑘)〉. 

𝐺ی ذکر شده یعنی  به مجموعه = {𝑔1, … , 𝑔𝑘} ⊂ 𝐼 گربنر یپایه یک 𝐼 توجه گوییم. بایدمی ≻ به نسبت 

𝐼به عنوان مثال اگر  ست.ا وابسته ≻ یاجملهتک ترتیب بهو  نیست یکتا لآهیدا یک گربنر یپایه که کنیم =

〈𝑦2 + 𝑥, 𝑦3 + ,𝕂[𝑥 ی درلآهیدا 〈1 𝑦]  باشد آنگاه با استفاده از دستورBᴀsɪs یمجموعه در نزم افزار میپل  

𝐺1 = 〈𝑦2 + 𝑥, 𝑦3 + 𝑦 ترتیب به نسبت 𝐼 یابر گربنر یپایه یک 〈1 ≺𝑙𝑒𝑥 𝑥 ی که مجموعهیحالدر  ستا

𝐺2 = 〈𝑦2 + 𝑥, 𝑥𝑦 − 1, 𝑥2 + 𝑦〉 گربنر یپایه یک 𝐼 ترتیب به نسبت 𝑦 ≺𝑑𝑟𝑙 𝑥 باشد. یم 

ℜدر  یاچندجمله هایهاگستد حل گربنر هایپایه هایدبررکا ترینیکی از مهم = 𝕂[𝑥1, … , 𝑥𝑛] باشد که یم

𝐼 کنیم ضفر دهیم.به اختصار به کمک یک مثال توضیح می = 〈𝑓1, … , 𝑓𝑠〉 ی در لآهیداℜ =

𝕂[𝑥1, … , 𝑥𝑛] .لآهیدا 4چندگونایاز  رمنظو باشد 𝐼 با رانآ که 𝕍(𝐼) یا 𝕍(𝑓1, … , 𝑓𝑠) هیمدیم نمایش 

 :ستا 𝕂𝑛از  یرز ییرمجموعهز
𝕍(𝐼) = {(𝑎1, … , 𝑎𝑛) ∈ 𝕂𝑛 | 𝑓𝑖(𝑎1, … , 𝑎𝑛) = ∘, ∀𝑖 = 1, … , 𝑠} ⊂ 𝕂𝑛.  

  رتصویندر ا باشد. یاجملهتک ترتیب کی به نسبت 𝐼 لآهیدا گربنر یپایه 𝐺 کنیم ضفر
𝕍(𝐼) = ∅ ⟺ 1 ∈ 𝐺 

 ابجو یدارای اچندجمله هاگستد یک آیا که هیمد پاسخ السؤ ینا به یمانتویاین رابطه دو شرطی م کمک به

 هایهاگستد یک هایابجو همه نیماتووسیله پایه گربنر میبه ال،ین سؤا پاسخ دنبو مثبت رتصودر  خیر. یا هست

 بیابیم.را  یاچندجمله

 

 ای زیر را در نظر بگیرید. دستگاه چندجمله . 1مثال 

= 12𝑧 𝑥2 − 4𝑦 

= ∘                                                                                            (1   )  𝑧2 − 1 

= ∘      𝑦𝑧 − 1 
 

                                                           
1 Leading ideal 

2 Dickson 

3 Dickson's lemma 

4 Variety  
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ها متناهی ( دارای جواب هست و در صورت مثبت بودن، آیا تعداد ریشه1برای پاسخ به این سؤال که آیا دستگاه )

𝐼آل است ابتدا ایده = 〈𝑥2 − 4𝑦 − 12, 𝑧2 − 1, 𝑦𝑧 − 1〉 ⊂ ℂ[𝑥, 𝑦, 𝑧] ی دهیم و پایهرا تشکیل می

𝑧را نسبت به ترتیب  𝐼گربنر  ≺𝑙𝑒𝑥 𝑦 ≺𝑙𝑒𝑥 𝑥 کنیم که برابر محاسبه می𝐺 = {𝑧2 − 1, 𝑦 − 𝑧, 𝑥2 −

16𝑧}  است. چون𝐺 ≠ 𝕍(𝐼)شود پس نتیجه می {1} ≠ دارای جواب است. از  ℂ( در 1و لذا دستگاه ) ∅

صورت به 𝐺راحتی با استفاده از صفر بعدی است پس دارای تعداد متناهی ریشه است که به 𝐼آل طرفی چون ایده

 آیند:دست میزیر به

𝑧2 − 1 = ∘⇒ 𝑧 = ±1 
𝑦 − 𝑧 = ∘⇒ 𝑦 = 𝑧 ⇒ 𝑦 = ±1 

𝑥2 − 16𝑧 = ∘⇒ 𝑥 = ±4 or 𝑥 = ±4𝑖 
 عبارتست از  𝕍(𝐼)(، یعنی همان چندگونای 1های )ایهای دستگاه چندجملهپس همه ریشه 

𝕍(𝐼) = {(4,1,1), (−4,1,1), (4𝑖, 1,1), (−4𝑖, 1,1)} 
ℜی در حلقه 𝐼آل ی گربنر ایدهتا کنون پایه = 𝕂[𝑥1, … , 𝑥𝑛] ای مطالعه جملهرا نسبت به یک ترتیب تک

-ی ایدهقرار داشتند. در ادامه قصد داریم به مطالعه 𝕂ها در میدان دلخواه ایکردیم که در آن ضرایب چندجمله

هایی بر حسب تعدادی پارامتر ایها خود چندجملهایدر آن ضرایب چندجملهای بپردازیم که های چندجملهآل

ی گربنر پارامتری مشهورند کنیم که به پایهها را معرفی و محاسبه میآلگونه ایدهی گربنر اینباشند سپس پایهمی

مفهوم دستگاه گربنر را ی اصلی پیدایش شوند. انگیزهو با توجه به ساختاری که دارند دستگاه گربنر نامیده می

 در مطرح شد: 1991در سال  1ی زیر دانست که توسط بایرتوان مسئلهمی

𝜎یکدار باشند و  2ی جابجایی نوتریدو حلقه ′𝑅و  𝑅فرض کنیم  ∶ 𝑅 → 𝑅′ ای باشد. اگر حلقه 3یک همریختی

𝜎 ∶ 𝑅[𝑥1, … , 𝑥𝑛] → 𝑅′[𝑥1, … , 𝑥𝑛]  توسیع طبیعی𝜎  و𝐺 آل ی گربنر ایدهیک پایه𝐼 ⊂

𝑅[𝑥1, … , 𝑥𝑛]  ،چه هنگام  آنگاهباشد𝜎(𝐺) آل ی گربنر ایدهیک پایه〈𝜎(𝐼)〉  در𝑅′[𝑥1, … , 𝑥𝑛] است؟ 

حاصل تلاش محققین برای پاسخ به این سوال، منجر به پیدایش مفهومی با عنوان دستگاه گربنر شد. این مفهوم 

نیز  [4]در  4طور همزمان و جداگانه سیتمعرفی شد )به [7]توسط وایزفنینگ در  1992برای اولین بار در سال 

ی دستگاه گربنر ای پارامتری پرداخت(. وی در این مقاله اولین الگوریتم محاسبههای چندجملهی دستگاهبه مطالعه

اولین اجرای الگوریتم وایزفنینگ را ارائه کردند. در همین   [4]در  1997در سال  6و اشتورم 5را ارائه کرد. دلزمن

را مورد مطالعه  8نام تخصیصهای گربنر تحت تاثیر یک همریختی خاص بهپایایی پایه [35]در  7سال کالک برنر

مفهوم را فراهم کرد. در سال ی این دو تر برای محاسبههای سریعی پیدایش الگوریتمها بعد زمینهقرار داد که سال

                                                           
1 Bayer 
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3 Homeomorphism 
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7 Kalkbrener 
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، اولین الگوریتم سریع و کاربردی [7]ی طراحی الگوریتم وایزفنینگ در با استفاده از ایده [20]در  1مونتس 2002

ر فراگیر متعارف ی گربنپایه [4](. یک سال بعد وایزفنینگ در [12]ی دستگاه گربنر را ارائه کرد )همچنین محاسبه

با استفاده از نتایج بسیار مهم و مفید کالک برنر در  [23]در  3و ساتو 2سوزوکی 2006را معرفی نمود. در سال 

 2010ی گربنر فراگیر ارائه کنند. در سال ی دستگاه گربنر و پایهای جدید برای محاسبهشیوهتوانستند  [35]

 [7]های وایزفنینگ در با استفاده از الگوریتم ساتو و سوزوکی و همچنین ایده [16]و همکارانش در   4کاپور

 کنیم. ی دستگاه گربنر را طراحی کنند. در ادامه این مفهوم را معرفی میترین الگوریتم محاسبهتوانستند سریع

𝑆فرض کنیم  = 𝕂[a][x] های پارامتری باشد که در آن  ایی چندجملهحلقهx = 𝑥1, … , 𝑥𝑛 ای از دنباله

aمتغیرها و  = 𝑎1, … , 𝑎𝑚 ای در جملهپارامترها است. هر تکای از دنباله𝑆  به شکل(∏ 𝑎𝑖)𝛿(∏ 𝑥𝑗)
𝛾

 

𝛾است که در آن  ∈ ℕ𝑛  و𝛿 ∈ ℕ𝑚 صورت و برای سادگی بهa𝛿x𝛾 جملهی تکشود. برای مقایسهنوشته می-

ای روی متغیرها جملهیک ترتیب تک x≻ای است: اگر جملهنیاز به معرفی یک ترتیب تک  𝑆های موجود در ای

 عبارتست از x,a≻ای جملهترتیب تک آنگاهای روی پارامترها باشد جملهتیب تکیک تر a≻و 

x𝛾a𝛿 ≺x,a x𝛼a𝛽  اگرx𝛾 ≺x x𝛼  یاx𝛾 = x𝛼  وa𝛿 ≺a a𝛽 

𝛼که در آن  ∈ ℕ𝑛  و𝛿, 𝛽 ∈ ℕ𝑚. 

:𝐱≻. اگر 2مثال  𝑦 ≺𝑙𝑒𝑥 𝑥  ترتیب روی متغیرها و≺𝐚: 𝑏 ≺𝑑𝑟𝑙 𝑎  ترتیب روی پارامترها باشد، آنگاه

𝑎2𝑏𝑥𝑦 ≺𝐱,𝐚 𝑎𝑥2  و𝑎2𝑥2𝑦 ≺𝐱,𝐚 𝑎2𝑏𝑥2𝑦. 

,𝐱≻ای جملهها با ضرایب پارامتری با سه ترتیب تکایی چندجملهدر حلقه ≺𝐚  و≺𝐱,𝐚  سروکار داریم. بنابراین

کنیم. منظور از ای پیشرو، ضریب پیشرو و ... از اندیس استفاده میجملهبرای مشخص شدن مفاهیمی همچون تک

𝜎یک تخصیص، همریختی  ∶ 𝕂[a] → 𝕂  است که در آن𝕂  بستار جبری میدان𝕂 باشد. توسیع طبیعی می

𝜎صورت زیر است این همریختی به ∶ 𝕂[a][x] → 𝕂[x] 

,𝑓(aازای هر که به x) ∈ 𝑆  وa∘ = (𝑡1, … , 𝑡𝑚) ∈ 𝕂𝑚  داریم. 𝜎(𝑓) = 𝑓(a∘, x) ∈ 𝕂[x] 

 

,𝐹. فرض کنیم 3تعریف  𝐺𝑖 ⊂ 𝑆  و(𝑁𝑖 , 𝑊𝑖) ⊂ 𝕂[a] × 𝕂[a] ازای به𝑖 = 1, … , 𝑙ی سه. مجموعه-

ℊهای تایی = {(𝑁𝑖, 𝑊𝑖, 𝐺𝑖)}𝑖=1
ℓ آل یک دستگاه گربنر ایده〈𝑓〉  روی𝔸 ⊂ 𝕂

𝑚
-نسبت به ترتیب تک 

 داشته باشیم:  𝑖ازای هر شود هرگاه بهنامیده می x,a≻ای جمله

 ی مجموعه𝜎(𝐺𝑖) ⊂ 𝕂[x] گربنر  یک پایه〈𝜎(𝐹)〉  نسبت به≺x  باشد که𝜎 ∶ 𝕂[a] → 𝕂 

𝑁𝑖)تخصیص دلخواهی است و در  , 𝑊𝑖) کند.صدق می 

 ⋃ 𝕍(𝑁𝑖) \ 𝕍(𝑊𝑖) = 𝔸ℓ
𝑖=1 

                                                           
1 Montes 
2 Suzuki 

3 Sato 

4 Kapur 
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𝔸اگر  = 𝕂
𝑚

های تایینامیم. به هر یک از سهمی 〈𝐹〉را یک دستگاه گربنر  ℊصورت خلاصه به آنگاه 
(𝑁𝑖 , 𝑊𝑖, 𝐺𝑖)  درℊ گوییم. با توجه به شرط دوم تعریف بالا، ی دستگاه گربنر مییک شاخه𝑁𝑖 ی را مجموعه

𝑁𝑖)نامیم. همچنین زوج می 2ی شرایط ناصفررا مجموعه 𝑊𝑖و  1شرایط صفر , 𝑊𝑖) گوییم هرگاه  3را زوج سازگار

𝕍(𝑁𝑖) \ 𝕍(𝑊𝑖) ≠  باشند. نامیم که از دستگاه گربنر قابل حذف میرا ناسازگار می صورت آنو در غیر این ∅

که در میپل   GES-GVW-CGSکنیم که با الگوریتم را بیان میآل در ادامه مثالی از دستگاه گربنر یک ایده

 محاسبه شده است. [9]اجرا کرده ام 

𝐹فرض کنیم  .4 مثال = {(𝑎 − 1)𝑥 + 𝑦2, 𝑎𝑦 + 𝑎} ⊂ 𝕂[𝑎][𝑥, 𝑦]  که𝑎  پارامتر و𝑥, 𝑦  متغیر

𝑎ای جملهنسبت به ترتیب تک 〈𝐹〉هستند. یک دستگاه گربنر  ≺𝑙𝑒𝑥 𝑦 ≺𝑙𝑒𝑥 𝑥 عبارتست از 

 
) {−𝑥 + 𝑦2} { }, {𝑎}, ( 

) {1} {𝑎}, {𝑎 − 1}, ( 

) {(𝑎 − 1)𝑥 + 𝑦2, 𝑎𝑦 + 𝑎} {𝑎, 𝑎 − 1}, { }, ( 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 سینماتیک معکوس ربات رومین حل مسئله

دو بعدی  ساده ربات یک برای راآن سپس و معرفی را رباتیک در معکوس ی سینماتیک ابتدا مسئله بخش این در

سپس با تعمیم این روش، مساله سینماتیک معکوس ربات سه بعدی رومین را حل نموده و . [20] کنیممی حل

                                                           
1 Null 

2 Not null 

3 Consistent pair 

𝐹 = {(𝑎 − 1)𝑥 + 𝑦2, 𝑎𝑦 + 𝑎} 

{−𝑥 + 𝑦2} 

{1} {(𝑎 − 1)𝑥 + 𝑦2, 𝑎𝑦 + 𝑎} 

(𝑎 − 1)𝑥 + 𝑦2, 𝑎𝑦 + 𝑎 

𝑎 = ∘ 𝑎 ≠ ∘ 

𝑎 = 1, (𝑎 ≠ ∘) 𝑎 ≠ 1, (𝑎 ≠ ∘) 

 ورودی آلدهیدستگاه گربنر ا ی: نمودار درخت3شکل 
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 شودمی هاآن از که ایاستفاده با متناسب هاکنیم. رباتتمام حالات تکین آنرا بصورت کاملا اتومات محاسبه می

 دو شامل های مورد مطالعه ماربات اکثر بازوی  .باشندبازوهایی می دارای آنها تمامی تقریباً  و دارند مختلفی اشکال

 :باشدمی 2و مفصل منشوری 1گردشی مفصل نوع

 

 امکان منشوری یک مفصل همچنین. کندمی فراهم صفحه در را بازو از قطعه یک دوران امکان گردشی مفصل یک

 گردش یحوزه کلی حالت در .کندمی فراهم دیگر یقطعه داخل به را ربات بازوی از قسمت یک انتقال یا لغزش

 حوزه این موارد برخی در البته.)باشدمی 𝑆1ی دایره یک است، مسطح گردشی مفصل به متصل که بازو از قسمتی

 منشوری، مفصل به متصل بازوی از قسمت لغزش یک یا انتقال یدامنه همچنین.( است 𝑆1  از ایمجموعه زیر

کنیم  فرض اکنون. است بازو از قطعه آن طول مساوی کوچکتر یا معمولاً بازه این طول که باشدمی 𝐼 مانند ایبازه

 صورتبه بتوانیم را مفصل هر موقعیت اگر. باشد منشوری مفصل 𝑝و  مسطح گردشی مفصل 𝑚 شامل رباتی بازوی

 :شودمی مشخص زیر دکارتی ضربحاصل با مفاصل یهمه یمجموعه موقعیت کلی آنگاه کنیم مشخص مستقل

𝜏 = 𝑆1
1 × … 𝑆𝑛

1 × 𝐼1 × … × 𝐼𝑝 

𝜏 کنیممی زیر عمل صورتبه مسطح ربات دست پیکربندی توصیف برای. نامیممی 3ربات مفصل فضای را:   

                                                           
1 Revolute joints 

2 Prismatic joints 

3 Robot joint space 

 ربات یمفصل منشور: 5شکل

 ربات ی: مفصل گردش4شکل

 دو بازوبا ربات  ی: مدلساز6شکل
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با نقاط  را ربات دسترسی قابل هایموقعیت. گیریممی نظر در صفحه در را ثابت دکارتی مختصات دستگاه یک

(𝑎, 𝑏) ∈ 𝑈 ⊂ ℝ2 ییکه بردار را ربات دست جهت همچنین. دهیممی نمایش 𝑢 جهات پس .گیریممی نظر در 

𝑉 در 𝑢 ییکه بردار با دسترسی قابل = 𝑆1 شوندمی پارامتری .𝐶 = 𝑈 × 𝑉 ربات دست فضای پیکربندی را 

 مکان مفاصل، هایموقعیت از هر مجموعه شوندمی گرفته نظر در تانشو و سفت ربات بازوی قطعات چون. نامیممی

:𝑓 تابع توانیمحال می .کنندمی بیان بفرد منحصر جهت با یکتا حالت دریک را دست 𝜏 → 𝐶 بگیریم نظر در را .

 :مطرح شود گونهاین تواندمی اساسی یمسئله یک اکنون

 

𝒄 کنیم فرض ∈ 𝑪. توانیممی آیا 𝒊 ∈ 𝝉 که  کنیم معینّ طوری را𝒇(𝒊) = 𝒄 ؟ 

 ربات یک برای  گربنر دستگاه از استفاده با را مسئله این اکنون. دارد نام معکوس سینماتیک یمسئله فوق سوال

 به مسطح گردشی مفصل یک با 𝑙1بازوی  که است 𝑙2 و 𝑙1 طول به بازو دو دارای ربات این. کنیممی حل ساده

 برای .اندشده متصل یکدیگر به مسطح گردشی با مفصل 𝑙2 و 𝑙1همچنین . باشدمی قائم متصل مختصات مبدأ

,𝑥1) مختصات قائم دستگاه دو به مسئله این حل 𝑦1) و (𝑥𝑖+1, 𝑦𝑖+1) مختصات  دستگاه. نیاز داریم(𝑥1, 𝑦1)، 

,𝑥𝑖+1) سرتاسری و مختصات دستگاه 𝑦𝑖+1) مفصل هر در. شودمی نامیده موضعی مختصات دستگاه 𝑖، یک 

,𝑥𝑖+1)مختصات  دستگاه 𝑦𝑖+1) کنیممی معرفی زیر صورتبه را: 

,𝑥𝑖+1) مختصات دستگاه مبدأ 𝑦𝑖+1) مفصل  در𝑖 محور  مثبت قسمت. گیردمی قرار𝑥𝑖+1 بازوی  امتداد𝑖 + 1 

,𝑥𝑖+1)دستگاه  در 𝑝 ینقطه کنیم فرض. باشدمی 𝑦𝑖+1) مختصات دارای (𝑎𝑖 , 𝑏𝑖) تعیین هدف ما اولین. باشد 

,𝑥𝑖+1)دستگاه  در 𝑝 ینقطه مختصات 𝑦𝑖+1) کنیممی فرض .است 𝜃𝑖 محور بین یزاویه 𝑥𝑖 و محور 𝑥𝑖+1 در 

,𝑥𝑖)مختصات  دستگاه در 𝑖 مفصل مختصات. باشد ساعت هایعقربه حرکت جهت خلاف 𝑦𝑖)  برابر(𝑙𝑖,∘) باشدمی 

 یمعکوس ربات دو بعد کینماتی: س7شکل 
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,𝑥1) مختصات دو دستگاه مبدأ داریم قصد اکنون. است 𝑖 مفصل به متصل بازوی طول 𝑙𝑖 که 𝑦1)  و

(𝑥𝑖+1, 𝑦𝑖+1) محور  کار این برای. کنیم منطبق هم بر را𝑥𝑖+1 ی اندازه به را𝜃𝑖 بردار با سپس. دهیممی دوران 

 پس داریم: . شوندمی منطبق هم بر مبدأ دو (∘,𝑙𝑖) انتقال

(
𝑎𝑖

𝑏𝑖
) = (

cos 𝜃𝑖     − sin 𝜃𝑖

sin 𝜃𝑖         cos 𝜃𝑖
) (

𝑎𝑖+1

𝑏𝑖+1
) + (

𝑙𝑖

∘
) 

cos) آن در که 𝜃𝑖    −sin 𝜃𝑖
sin 𝜃𝑖       cos 𝜃𝑖

 را ی فوقرابطه معمولاً. باشدمی 𝜃𝑖 یزاویه با متناسب دوران ماتریس همان (

 :دهندمی نمایش نیز زیر صورتبه

(
𝑎𝑖

𝑏𝑖

1

) = (
cos 𝜃𝑖     − sin 𝜃𝑖      𝑙𝑖

sin 𝜃𝑖         cos 𝜃𝑖      ∘
∘                   ∘           1

) (
𝑎𝑖+1

𝑏𝑖+1

1

) = 𝐴𝑖 (
𝑎𝑖+1

𝑏𝑖+1

1

) 

(
𝑥1
𝑦1

1

) = 𝐴1𝐴2 (
𝑥3
𝑦3

1

) ⇒ 

 

𝑐𝑖دهیم می قرار = cos 𝜃𝑖 ،𝑠𝑖 = sin 𝜃𝑖، 𝑥1 = 𝑥 و 𝑦1 = 𝑦 داریم همچنین: 

cos(𝜃1 + 𝜃2) = cos 𝜃1 cos 𝜃2 − sin 𝜃1 sin 𝜃2 = 𝑐1𝑐2 − 𝑠1𝑠2 

sin(𝜃1 + 𝜃2) = sin 𝜃1 cos 𝜃2 − cos 𝜃1 sin 𝜃2 = 𝑠1𝑐2 − 𝑐1𝑠2 ⇒ 

(
𝑥
𝑦
1

) = (
𝑐1𝑐2 − 𝑠1𝑠2     − (𝑠1𝑐2 − 𝑐1𝑠2)   𝑙2(𝑐1𝑐2 − 𝑠1𝑠2) + 𝑙1𝑐1

𝑠1𝑐2 − 𝑐1𝑠2          𝑐1𝑐2 − 𝑠1𝑠2      𝑙2(𝑠1𝑐2 − 𝑐1𝑠2) + 𝑙1𝑠1

∘                              ∘                                           1

) (
𝑥3
𝑦3

1

) 

,𝑥3) چون 𝑦3) =   :گیریممی نتیجه (∘,∘)

 𝑥 = 𝑙2(𝑐1𝑐2 − 𝑠1𝑠2) + 𝑙1𝑐1 
(2) 𝑦 = 𝑙2(𝑠1𝑐2 − 𝑐1𝑠2) + 𝑙1𝑠1 

 

cos2𝜃 دانیممی طرفی از + sin2𝜃 − 1  :داریم بنابراین ∘ =

(
𝑥1
𝑦1

1

) = (
cos(𝜃1 + 𝜃2)     − sin(𝜃1 + 𝜃2)     𝑙2 cos(𝜃1 + 𝜃2) + 𝑙1 cos 𝜃1

sin(𝜃1 + 𝜃2)        cos(𝜃1 + 𝜃2)     𝑙2 sin(𝜃1 + 𝜃2) + 𝑙1 sin 𝜃1

∘                              ∘                                           1

) (
𝑥3
𝑦3

1

) 
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 𝑐1
2 + 𝑠1

2 − 1 = ∘ 

(3) 𝑐2
2 + 𝑠2

2 − 1 = ∘ 

 :گیریممی نظر در را (3) و (2) هایایچندجمله توسط تولید شده آلایده اکنون

𝐹 = {𝑙2(𝑐1𝑐2 − 𝑠1𝑠2) + 𝑙1𝑐1 − 𝑥, 𝑙2(𝑠1𝑐2 − 𝑐1𝑠2) + 𝑙1𝑠1 − 𝑦, 𝑐1
2 + 𝑠1

2 − 1, 𝑐2
2 + 𝑠2

2 − 1} 

𝑐2ای جملهتکنسبت به ترتیب   𝐹دستگاه گربنر مجموعه  ≺𝑙𝑒𝑥 𝑠2 ≺𝑙𝑒𝑥 𝑐1 ≺𝑙𝑒𝑥 𝑠1  روی متغیرها و

𝑙1ای جملهتکترتیب  ≺𝑙𝑒𝑥 𝑙2 ≺𝑙𝑒𝑥 𝑦 ≺𝑙𝑒𝑥 𝑥   ذکر است که شایان  آمده است. 1روی پارامترها در جدول

باشد می  1برابر  𝑙1بازوی اول یعنی طول  در آن که شده استمحاسبه  [20]در  Fمجموعه مولد گربنر  دستگاه

ونتایج حاصل  شودیدر نظر گرفته م غیر ثابتپارامتر  کبعنوان ی است که یمفصل منشور کیطول  𝑙1ا نجیدر ااما 

مگابایت  756ثانیه انجام شد و حافظه مورد نیاز  9/1باشد. این محاسبات در می [20]کلی تر از نتایج مربوط به 

 ی: دستگاه گربنر ربات دو بعد1جدول 
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محاسبه شده است اما پارامترها همچون متغیر همواره  [26]باشد. همچنین پایه گربنر مجموعه مولد فوق در می

 عنوانکنید دارای یازده شاخه است. بهمشاهده می 1ناصفر در نظر گرفته شده است. دستگاه گربنری که در جدول 

 بصورت زیر است:   𝐺11بینیم می که طورهمان. گیریممی نظر در را فوق خروجی عضو آخرین مثال

 

 مجموعه شرایط پارامتری با متناسب ،𝐹آلایده گربنر یکه پایه

 𝑁11 = [ −𝑙1
2 − 𝑙2

2 + 𝑥2 + 𝑦2]  𝑊11 = [𝑙1, 𝑙2, 𝑙1
2 + 𝑙2

2, −𝑙1
2

− 𝑙2
2 + 𝑦2],  

𝑙1−این بدان معناست که اگر . است
2 − 𝑙2

2 + 𝑥2 + 𝑦2 =  و  0

𝑙1 ≠ 0, 𝑙2 ≠ 0, 𝑙1
2 + 𝑙2

2 ≠ 0, −𝑙1
2

− 𝑙2
2 + 𝑦2 ≠ 0 

 شود:  های زیر حاصل میایآنگاه دستگاه چندجمله

 

 آید:دست میو پس از حل دو دسته مجموعه جواب زیر به

 

,𝑁11 هایمجموعه به توجه با 𝑊11 دهیم:  می عنوان مثال قراربه𝑙1 = 2, 𝑙2 = 4, (𝑥, 𝑦) = (2,4) 

 :داریم دو دسته مجموعه جواب بالا در مقادیر این جایگذاری از که پس

 

 بنابراین تمام حالات ممکن برای زاویه مفاصل چرخشی بصورت زیر است:  
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 ربات رومین

اتصالات  یدارا یاست که همگ ازوسه ب یاست که دارا ی سه بعدیچرخش سهی درجه آزاد با رومین یک ربات ربات

 نیچرخد. همچنیم نیزمسطح عمود بر  یحول محور θ1 هیزاو. [1] هستند یچرخش هیپا و مسطح یچرخش

دوم  یبازو تا( Q2 از صفحه ،به ترتیب) Q1 یشده از صفحه افق یریگاندازه هی( زاوθ3 زاویه ،به ترتیب) θ2 زاویه

,𝑎). برای یک نقطه سوم( است یبازوتا  ،به ترتیب) 𝑏, 𝑐) ∈ ℝ3  بعنوان مختصات دست ربات و با استفاده از

,𝑥ماتریس دوران های زیر حول محورهای  𝑦, 𝑧 زیر 

 

𝑐𝑖 که در آنشود حاصل میدستگاه معادلات زیر  = cos 𝜃𝑖   و𝑠𝑖 = sin 𝜃𝑖 : 
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𝑙2𝑐2 با توجه به مجموعه مولد بالا چون عبارت   از طرفی + 𝑙3𝑐3   درهر دو معادله اول دستگاه فوق وجود

𝑙2𝑐2را برابر  𝑑دارد برای کم شدن پیچیدگی محاسبات متغیر جدید  + 𝑙3𝑐3 گیریم پس داریم:در نظر می 

 

,𝑎)حال اگر بجای  𝑏, 𝑐) ∈ ℝ3   از سه متغیر(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3 عنوان مختصات دست ربات استفاده کنیم به

   شود:ای زیر تشکیل میمجموعه مولدی با هفت چندجمله

نسبت   𝐹دستگاه گربنر  [9]که در نرم افزار میپل اجرا شده است  GES-GVW-CGS تمیالگور اکنون با کمک

𝑐3ای جملهتکبه ترتیب  ≺𝑙𝑒𝑥 𝑠3 ≺𝑙𝑒𝑥 𝑐2 ≺𝑙𝑒𝑥 𝑠2 ≺𝑙𝑒𝑥 𝑐1 ≺𝑙𝑒𝑥 𝑠1  تکترتیب روی متغیرها و-

𝑙1ای جمله ≺𝑙𝑒𝑥 𝑙2 ≺𝑙𝑒𝑥 𝑦 ≺𝑙𝑒𝑥 𝑥 ≺𝑙𝑒𝑥 𝑧 ≺𝑙𝑒𝑥 𝑑   آمده است.  2روی پارامترها در جدول 

 نیروم یبعد 3ربات  ی: مدلساز8شکل 
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 نی: دستگاه گربنر ربات روم2جدول
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ثانیه محاسبه شده است و مقدار حافظه مورد نیاز  5,63سه تایی )شاخه( است که در مدت  38این دستگاه دارای 

تمام  میتوانیمبه کمک جدول بالا و بصورت کاملا خودکار اکنون باشد. گیگابایت می 1,92برای این محاسبات 

 فیجدول بالا )رد 22سطر  برای مثال. میکن لیمعکوس تحل کینماتیحل مسئله س یممکن را برا یپارامتر ریمقاد

𝑁22 که در آن میریگمیمشخص شده( را در نظر  = [ 𝑥2 + 𝑦2 − 𝑑2]  𝑊22 = [𝑑, 𝑙2, 𝑙3, 𝑑2 + 𝑧2], 

 هستند. این بدان معناست که اگر 

𝑥2 + 𝑦2 − 𝑑2 = 𝑑 و 0 ≠ 0, 𝑙2 ≠ 0, 𝑙3 ≠ 0, 𝑑2 + 𝑧2 ≠ 0 

 نامیم. می 𝐺22نسبت به شرایط پارامتری ذکر شده است که آنرا    𝐹آنگاه لیست زیر پایه گربنر  

,𝑁22 شرایط صفر و ناصفر مجموعه به توجه حال با 𝑊22 دهیم:می عنوان مثال قراربه 

𝑙2 = 3.5,       𝑙3 = 5.5, (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (3, 4, 6) ∈ ℝ3 

  :داریم 𝐺22در پایه گربنر  مقادیر این جایگذاری از پس 

 

 شود:ای زیر میکه منجر به تشکیل دستگاه هفت معادله

 

 

 شود: از حل این دستگاه دو دسته مجموعه جواب حاصل می
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 :دست می آیدزاویه بین بازوها به جواب، دو حالت زیر برای این دو مجموعه معادل نتیجهدر 

ها و در این حالتهستند   [20] بنیم که دارای پایه گربنرهای پارامتری را می، حالت2ردیف پایانی جدول  12در 

جبری ربات رومین فاقد جواب است. در واقع به کمک دستگاه گربنرتمام  ای مربوط به مدلدستگاه چندجمله

 دهیم:نمایش می 3اند که در جدول حالات تکینگی ربات رومین بطور اتومات محاسبه شده

 گیرینتیجه

 یهادستگاهتوان با استفاده از یجالب را م یاز کاربردها یاریها، بسمعکوس در ربات کینماتیمانند حل مسئله س

 یهادستگاهکرد. به عنوان مثال،  یبررسو محاسبات کاملا خودکار و اتومات بخش  تیکاملا رضا جیگربنر با نتا

 دهیچیگر که در آن مسائل پید یهانهیاز زم یاریو بس بیوشیمی ،یرمزنگار ،پردازش تصویرتوان در  یگربنر را م

، محققان جبر کامپیوتری یهاکیتکن یرید. با بکارگنمودارند، استفاده  تحلیل حالات مختلف شرایطبه  ازین یجبر

 . قدرتابندیب کاربردیمسائل  یبرا ییهاحل کرده و راه حتی آنالیزراپیچیده را بهمحاسبات  توانندیو مهندسان م

 کرده است. لیتبد یو مهندس وممختلف عل یهاارزشمند در رشته یگربنر آنها را به ابزار یهادستگاه تحلیل

های محاسبه و آنالیز خودکار  تمام حالات تکینگی ربات رومین مطالعه شده یکی از مصادیق ارشمند کاربرد تکنیک

 جبر کامپیوتری در علوم مهندسی است. 

 

 نیربات روم ینگی: حالات تک3جدول
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