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Different categories of materials such as elastomers, polymers, foams 
and biological tissues exist that can show large elastic deformations 
under small stresses (compared to solid materials such as metals). By 
assigning a strain energy density function for this class of materials, 
their nonlinear behavior can be studied. In the current study a strain 
energy density function for transversely hyperelastic material was 
proposed and its coefficients  were approximated (using least square 
error) by incorporating experimental results into the model. Expected 
deviations between the proposed model and the experimental results 
for the fibrous layer of articular capsule, ligaments, and the human 
knee tendons were bounded by 1e-5 MPa and 1e-7 Mpa, respectively. 
The proposed strain energy density function was a function of two 
invariants with greater accuracy than the proposed one by Qiu and 
Pence, Merodio and Ogden and Guo et al. which uses a strain energy 
density function with only one invariant. Using the strain energy 
density function, a  closed analytical form independent of integrals 
terms for expressing the stress within a thick-walled cylindrical tube 
for transversely isotropic hyperelastic materials, that has similar 
mechanical behavior to that of a human artery,  was derived. Stress 
analysis and investigation of deformations were carried out taking 
into consideration artery like structures with both ends  open and 
closed while under axial loads. 

Received: 11.20.2022     
Revised:     03.19.2023   
Accepted: 05.06.2023 

 

Keyword:  
Strain Energy Density 
Large Deformations 
Mechanical Behavior 
Thick-walled Tubes 
Hyperelastic Materials 
Stress Analysis 
Transversely Isotropic 

*Corresponding Author:  
Hossein Darijani 

Email: darijani@uk.ac.ir 

https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/
https://portal.issn.org/resource/ISSN/2538-4430
https://portal.issn.org/resource/ISSN/2382-9796
https://karafan.tvu.ac.ir/?lang=en
https://www.doi.org/10.48301/KSSA.2023.367691.2326
https://orcid.org/0000-0002-6912-877X
https://orcid.org/0000-0001-8837-1014


Mehdi Abrishamdari and et al.                  Constitutive Modeling of Transversely Isotropic…  

218 

EXTENDED ABSTRACT 

Introduction 
Different categories of materials such as elastomers, polymers, foams and biological 

tissues exist which can show large elastic deformations under small stresses (compared to 

solid materials such as metals). By assigning a strain energy density function for this class 
of materials, their nonlinear behavior can be described. In the present study, a strain energy 

density function for transversely hyperelastic materials was introduced. Using the strain 

energy density function, a fully analytical solution devoid of integral terms for stress 
distribution within the walls composed of transversely hyperelastic materials was derived.  

Methodology 
By assigning a strain energy density function for this family of materials, their non-linear 

properties were investigated. In the present study, the parameters of the corresponding 
strain energy density function were introduced and calibrated. The constraints governing 

the strain energy function were as follows: strain energy density function should not be 

negative for all deformations; the value of the strain energy density function should be zero 

when there is no deformation; the value of the strain energy density function should have 
its minimum value at the time of no deformation when there is no loading; the value of the 

strain energy density function should be per λ1=0 or λ2=0 or λ3=0 and also λ1=∞ or λ2=∞ 

or λ3=∞, must be positive and definite, and for the first case, the external loading must be 
infinite negative (compression) and the second case must be positive (tension); and the 

energy density function should represent non-isotropic effects, or in other words, they 

should be a function of J4 and J5. 

(1) 𝑊 = 𝑒1(𝑖1
2 − 2𝑖2 − 3) + 𝑒2(𝑖2

2 − 2𝑖1 − 3) 

+𝐶1(2𝐽4(𝑖2
2 − 3𝑖1) − 𝐽5(𝑖1

2 − 3𝑖2)) + 𝐶2(2𝐽4(𝑖2
2 − 3𝑖1) − 𝐽5(𝑖1

2 − 3𝑖2))
2
 

 

i1 and i2 are the first and the second invariants of the right Cauchy-Green tensor U. J4 and 
J5 are the invariants of the strain energy density function for the transversely hyperelastic 

materials and e1, e1, c1, c1 are material parameters which vary from material to material. 

Table 1. Material parameters for fibrous ring layers. 
c1 c1 e2 e1 RSS Parameter (Mpa) 

-67694.3077 -14585.1104 266240.2653 -213440.0311 3.75.10-5 VLe 

-286.7046 -46.4650 544.0088 -404.1585 6.7.10-8 VLi 

0 -3.4735 97.1430 -85.7116 4.76.10-6 Di 

 

Analysis of the Transversely Cylindrical Tube: Assume a cylinder with the inner radius 

A, outer radius B, structural fiber angle of \alpha under the internal pressure Pi, external 

Pressure Po, axial force N, and the torsional torque of M. Axial force and the torsional torque 

are given by equations 2 and 3, respectively. 
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(2)   𝑁 = ∫
2𝜋𝑐𝑄𝜆𝑧

(𝜆𝑧 − 𝑄2)2
𝜎𝑧(𝑄) 𝑑𝑄

𝑄𝑜

𝑄𝑖

,     Q=
𝑅

𝑟
 

(3) 𝑁 = ∫
2𝜋𝑐𝑄𝜆𝑧

(𝜆𝑧 − 𝑄2)2
𝜎𝑧(𝑄) 𝑑𝑄

𝑄𝑜

𝑄𝑖

− 𝜋𝑎2𝛥𝑃(𝑄) , 𝛥𝑃 = 𝑃𝑖 − 𝑃𝑜 

where 
2 1 2

zc a A−= − and λz is the axial elongation. The cylindrical coordinate is 

comprised of: 

(4) 
𝐦 = (𝑀𝑅 , 𝑀𝜃 , 𝑀𝑍) 

(5) 

 

𝑀 = ∫ 2𝜋𝑟2𝜎𝜃𝑧(𝑟)𝑑𝑟
𝑏

𝑎

      

Results and discussion 

Stress and strain analysis were conducted on cylindrical tubes subjected to axial forces. 

Effects of various parameters, namely wall thickness, elongation due to prestressing, and 

mechanical properties of the material, on their deformation for λz=1.1 and η=0.5 are 

depicted in Figure 2. Consider an open cylindrical tube and a closed cylindrical tube under 
axial force N and internal pressure P so that the longitudinal strain is constant during 

loading. It is clear that the stress distribution and the pressure diagram according to the 

circumferential elongation are the same for both open and closed states, and only the axial 
force required to keep the length of the tank constant while applying pressure to the two 

open and closed states can be different. 

Figure 1a shows the distribution of peripheral stress in terms of R for spiral fibers with 

different angles and Figure 1b shows the diagram of pressure in terms of circumferential 
elongation for a tank with spiral fibers for different angles of the fibers 0, 30, 45, 60 and 

90 degree. According to Figure 1b, it can be observed that the amount of pressure required 

to reach the same elongation in tanks with circular fibers is much higher than with 
longitudinal fibers. 
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Figure 1. a) Environmental stress distribution; b) Circumferential compression-tension for spiral 

fibers with different angles of 1, 2, 3, 4, 5, respectively 𝜶 = 𝟎,
𝝅

𝟔
,

𝝅

𝟒
,

𝝅

𝟑
,

𝝅

𝟐
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Furthermore, the axial force required to keep the length of the tank constant for two 

states of open and closed tubes for spiral fibers with different angles is presented in Figure 
2. According to the diagrams in Figure 2, which is the diagram of the axial force to maintain 

the λz=1.1 constant, the amount of force is positive (tensile) with the increase of the internal 

pressure and with the further increase of the internal pressure, the length of the cylinder 

exceeds the λz=1.1, and a negative axial force is (compressive) required to keep constant. 
 

 

Figure 2. Axial force, with spiral fibers of different angles 1,2,3,4,5 respectively 𝜶 = 𝟎,
𝝅

𝟔
,

𝝅

𝟒
,

𝝅

𝟑
,

𝝅

𝟐
 a) 

closed tank and b) open tank. 
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Conclusion 
First, a general form for the strain energy density function of laterally incompressible 

isotropic materials was presented based on the collective decomposition of the strain 
energy function, which included the energy stored in the base material and the energy 

stored in the fiber. The good agreement between the results of the proposed energy function 

and the experimental tests performed on different materials showed the high capability of 

the proposed energy density function in modeling the deformations. Finally, the focus was 
on thick-walled cylindrical tubes made of laterally isotropic materials. To solve this problem, 

the presented strain energy density function was used, and finally, the analytical solution 

was obtained without the existence of an ambiguous integral term. 
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 چکیده  اطلاعات مقاله 

    ی پژوهشمقاله  مقاله:  نوع
 

الاستومرها،  دسته از مواد مثل  فومهاي مختلفي  بافت پليمرها،  بيولوژيكي  ها و  هاي 
)در   هاي كوچك هاي بزرگ الاستيك تحت تنشتوانند تغييرشكلوجود دارند كه مي

فلزات( مثل  مواد جامدي  با  نسبتنشان دهند.    از خود مقايسه  تابع    دادن يك  با 
پرداخته   آنهاچگالي انرژي كرنشي براي اين دسته از مواد به توصيف رفتار غيرخطي 

هايپرالاستيك   تابع چگالي انرژي كرنشي براي مواد  شود. در مطالعۀ حاضر، يك مي
هاي تجربي با استفاده از روش  مدل پيشنهادي با داده و شده  ارائه همسانگرد جانبي

( مدل RSS) بيني شدهمجموع مربعات باقيمانده كاليبره شده است. انحرافات پيش
ها و تاندون زانوي  هاي حلقۀ فيبروسي، رباطهاي تجربي براي لايه پيشنهادي از داده

اردر   از  تابع پيشنهادي    باشد.مگاپاسكال مي   10-7و    10-5انسان به ترتيب حداكثر 
تر از توابع ارائه شده  تواند دقيقتابعي از دو ناورداهاي همسانگرد جانبي است كه مي

ناورداي   تابعي از يك  پنس، ميروديو و آگدن و گوا و همكارانش كه  توسط كيو و 
باشد. با استفاده از  تابع چگالي پيشنهادي، يك حل تحليلي  همسانگرد جانبيست،  
  فشار   تحت مبهم براي توزيع تنش در ديوارۀ تيوب    هاي انتگراليبسته بدون وجود ترم
از مواد هايپرالاستيك همسانگرد جانبي كه رفتاري   شده ساختهداخلي جدار ضخيم 

شبيه به رگ انسان دارد، ارائه شده است. تحليل تنش و بررسي تغيير شكل براي اين 
، شبيه به رگ، با دو انتهاي باز و بسته با حضور نيروهاي محوري صورت  نوع سازه

 گرفته است. 

 1401/ 08/ 29  دریافت مقاله: 
 28/12/1401 بازنگری مقاله: 
 1402/ 16/02 پذیرش مقاله: 
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 مقدمه
بدن مانند پوست، ديوارۀ ها بافت و    ها فوم ي مختلفي از مواد مثل، الاستومرها، پليمرها،  ها دسته  بيولوژيكي  نرم  ي 

ين تر واضح و    ترين مهم دهند.  نشان مي   از خود ي بزرگ الاستيك  ها شكل   يير تغ ي قلب و... وجود دارند كه  ها و بافت ها  رگ 
در مقايسه با مواد جامدي كوچك ) ي  ها تنش تحت    ها ن آ يري زياد  پذكشش خاصيت فيزيكي مواد شبه لاستيك، ميزان  

كشش، غيرخطي -باشد و منحني تنش ي م   5- 10محدوده  در    معمولًاباشد. ماكزيمم مقدار كشيدگي  ي ( م مثل فلزات 
ي ندارند توجه قابل هاي بزرگ، تغيير حجم  تغيير شكل   وجود   با . اين مواد  [ 1]   كند ي نم است، لذا ماده از قانون هوك تبعيت  

يير حجم اين مواد خيلي بيشتر از تغ   ي برا انرژي لازم    درواقع درنظرگرفت.   ير تراكم ناپذ يباً  تقررا جزء مواد    آنها توان  و مي 
مدول الاستيسيته تعريف   عنوان به توان شيب منحني را  ي م ي كوچك  ها كشش . براي  آنهاست انرژي لازم براي تغيير شكل  

ها در مقايسه با جامداتي  يك لاستيري زياد و مدول الاستيسيته پايين  پذ كشش مگاپاسكال است.    1كرد كه در حدود  
است باعث   1/ 01حدود    آنها يري  پذ كشش گيگاپاسكال و ماكزيمم    200حدود    آنها مثل فلزات كه مدول الاستيسيته  

 .[ 2]  ها و جامدات سختي مثل فلزات وجود داشته باشد يك لاست شود تا اختلاف چشمگيري بين شبه  ي م 
مواد بدون تابع انرژي كرنشي، بهتر است هاي موجود در بررسي رفتار  يچيدگي پدر اكثر مواقع، با توجه به مشكلات و  

توان ي م . با استفاده از تابع انرژي كرنشي [ 3]  باشندي م  رفتار الاستيك موادي بررسي شود كه داراي تابع انرژي كرنشي 
تابعي از يك كرنش و مشتقات تابع اسكالر انرژي  صورت به شوند، ي م ناميده  1فرا كشسان  اصطلاحاً رفتار اين مواد را كه 

  شود. ي م آن كرنش بيان نمود كه باعث ساده شدن روابط   برحسب 
 هاآن هاي بزرگ ارائه كردند. در تغيير شكل  همسانگرد  ير غ براي مواد  تابع چگالي انرژي  1977در سال   2كيو و پنس

براي حالت كلي مواد ناهمسانگرد، كه مركب از يك مادۀ زمينۀ همسانگرد نئوهوكين و  ابتدا مدل پيشنهادي خود را 
با تمركز بر روي مواد همسانگرد جانبي، مدل تقويت   و سپس هايي جهت تقويت مادۀ زمينه هستند، ارائه كردند  الياف 

 .[ 4]  استاندارد را ارائه نمودند 
د همسانگرد جانبي يشنهادشده توسط كيو و پنس را براي موا پ ، مدل استاندارد  2005در سال    3ميروديو و آگدن

هاي قبلي كه بخش ناهمسانگردي انرژي را فقط تابعي از كشش در جهت الياف مدل  برخلاف  آنها مدل  اصلاح نمودند. 
 .[ 5]   هاي برشي را نيز لحاظ كردند تغيير شكل گرفتند، برخي اثرات مربوط به  در نظر مي 

هاي مدل كيو و پنس و همچنين مدل ميروديو و آگدن، تابع ، با اصلاح محدوديت 1384ارغواني و نقدآبادي در سال  
اثرات مربوط به كشيدگي در جهت الياف و اثرات متقابل   آنها.  [ 6]   انرژي براي مواد همسانگرد جانبي پيشنهاد نمودند 

 در نظر گرفتند.  زمانهم   طور به الياف و مادۀ زمينه را 
ناپذير، يك تابع    2007و همكاران در سال    4گوا  با استفاده از تجزيۀ ضربي تانسور گراديان تغيير شكل تراكم 

نمودند ارائه  جانبي  مواد همسانگرد  براي  كرنشي  انرژي  نيز    آنها.  [ 7]   چگالي  را  الياف  رفتار  زمينه،  مادۀ  بر  علاوه 
 نئوهوكين در نظر گرفتند. 
كه يكي از خواص   با در نظر گرفتن اثر سفت شوندگي با كشش براي الياف  2005در سال  5هورگان و ساكوماندي

 ها است، بخش ناهمسانگرد مدل تقويتي استاندارد را اصلاح نمودند و يك جمله نمايي جايگزين آن نمودند بارز كولاژن 
بخش همسانگردي   آنها   هاي نرم بدن پرداختند. ، به ارائۀ تابع انرژي براي بافت 2000همكارانش در سال    و   6. هولزافل [ 8] 

يل استفاده از فرم نمايي رفتار  دل تابع انرژي را به فرم نئوهوكين و بخش ناهمسانگردي را به فرم نمايي در نظر گرفتند. 

 
1 Hyperelastic 
2 Qiu and Pence 
3 Merodio and Ogden 
4 Guo 
5 Horgan and Saccomandi 
6 Holzapfel 
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بر مدل [ 9] شده است  يان ب با افزايش تغيير شكل    هابافت سفت شوندگي اين   به ايتسكوف و هاي فوق مي . علاوه  توان 
  و همكاران نيز اشاره كرد.   [ 12]   3سيارلتاو    و همكاران   [ 11]    2، ماركرت[ 10]   1اكسل 

ها و رباط ارائه داد كه تابعي از نسبت حجمي الياف و زاويۀ الياف ، تابع چگالي انرژي براي تاندون 2015شرر در سال  
هاي نرم ارائه . همچنين تقي زاده و دريجاني يك تابع انرژي كرنشي براي رفتار مكانيكي بافت [ 13] باشد  خارجي مي لايۀ  

 . [ 14] كند هاي آزمايشگاهي را دنبال مي كردند كه با دقت عالي داده 

به اين منظور   از آن جايي كه يكي از اهداف، مدلسازي رفتار مكانيكي رگ انسان تحت اثر فشار داخلي است. 
اي ساخته شده از مواد  همسانگرد جانبي را مورد بررسي قرار  داد.  تعدادي  بايستي رفتار مكانيكي يك تيوب استوانه

و   اين زمينه  انجام شده در  تحقيقات  نازك  زمينه از  پايداري مخازن جدار  و  تعادل  است.  به شرح زير  هاي مشابه 
و ريولين استوانه  ادَكين  بسياري از جمله  ،   [ 15]4اي تحت فشار داخلي يكنواخت از لحاظ تئوري توسط محققان 

همچنين   بررسي شده است.   [19]   8و هسَگان و اسِتيگمن   [ 18]  7، هاقتنِ و آگدن [17]   6، نيدل من [16]  5الكساندر 
  [23] 11و وَنگرِكو و ترلور   [22  ;21]10، پامپلونا و همكاران[20]  9اين مسئله از لحاظ تجربي توسط مرِيت و ويِن هاس 

هاي نرم و  مدلسازي رفتار بافت   جديدتر بوده و  12هاي نرم هاي مربوط به بافت مورد آزمايش قرار گرفته است. تئوري
مورد    [25]   14و ژائو و ليستر و دسِاي    [24]13مسائل مربوط به آنها توسط محققان بسياري از جمله ميلرِ و چينزي 

هاي نرم، در حالت كلي ناهمسانگرد، توجه بيشتر محققان را جلب كرده است كه  بافت بررسي قرار گرفته است.  اخيراً 
اند. سيلندر تقويت شده با يك دسته الياف  آنها را به دو صورت كلي همسانگرد جانبي و ارتوتروپيك در نظر گرفته 

مورد بررسي قرار گرفته است و كامل ترين حل توسط    [9]  15، هلزافل [26] توسط محققاني از جمله آگدن و همكاران  
 ارائه گشت.   2014در سال    [27] و همكاران   16همدويي 

 شناسیروش 
هدف از مطالعه اين مقاله، ارائه يك تابع چگالي انرژي كرنشي براي رسيدن به يك حل تحليلي بسته براي تيوب 

. مقادير پارامترهاي مادي با توجه به تطابق بين مقادير باشد ي م سيلندري شكل، ساخته شده از مواد همسانگرد جانبي  
گردد. به عنوان كاربرد عملي، اين تابع چگالي ي م چگالي انرژي كرنشي حاصل از نتايج آزمايش و مدل پيشنهادي، تعيين  

انرژي كرنشي به منظور بررسي وجود يك حل تحليلي بسته، بدون حضور ترم انتگرالي مبهم، براي توزيع تنش در ديوارۀ 
 گيرد. هاي جدار ضخيم شبيه به رگ انسان، با شرايط مرزي و جنس متفاوت مورد بحث و بررسي قرار مي تيوب 
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 مفاهیم اولیه 
( را اشغال 1بعدي اقليدسي نقاط )يا پيكربندي يك جسم پيوسته را كه يك زيرمجموعۀ باز و پيوسته از فضاي سه 

و مرز آن را با   rΒانتخاب كرده و آن را با   2پيكربندي دلخواه را به عنوان پيكربندي مرجعكند، در نظر بگيريد. يك  مي 

rΒ    نمايش داده. همچنين فرض بر آن است كه هر نقطه ازrΒ   يله بردار موقعيت  وس  بهX   نسبت به يك مبدأ
تغيير شكل پيدا كرده و  rΒاز پيكربندي   3استاتيكيشود كه جسم به طور شبه باشد. فرض مي شده  دلخواه، مشخص 
 5يا تغيير شكل يافته 4عنوان پيكربندي جاري است كه از اين به بعد به  را اشغال نموده  rΒبا مرز    Βپيكربندي جديد  

:وسيلۀ نگاشت  جسم شناخته خواهد شد. اين تغيير شكل به  r→X B B   كه نقاطX    درrΒ   را به نقاطx    درΒ    انتقال
 شود:دهد، معرفي مي مي 

      (1 ) 
𝒙 = 𝑋(𝑿),    𝑿 ∈ 𝐵𝑟 

به صورت زير  F 6است. تانسور گراديان تغيير شكل Βدر پيكربندي جديد   Xبردار موقعيت جديد نقطه   xيعني  
 شود:تعريف مي 

 (2 ) F = Grad x 

iهاي كارتزين به فرمكه داراي مؤلفه 
i

x
F

X





=


باشد. در مقابل، مي   rΒنماد عملگر گراديان در    Gradبوده و    

تواند به دو ، گراديان تغيير شكل مي 7شود. بنابر قضيه تجزيه قطبيتعريف مي   gradبه صورت  Βنماد عملگر گراديان در  
 صورت يكتاي زير تجزيه شود: 

 (3 ) F = RU = VR 

))   8«مناسب يك تانسور متعامد »   Rكه در آن   )det 1= +R  بوده و )U    وV  و    9تانسورهايي مثبت معين
نام دارند. با استفاده از نتايج تجزيه قطبي   11و چپ  10به ترتيب تانسورهاي كشش راست  Vو    Uباشند. بعلاوه  متقارن مي 

 تغيير شكل زير را تعريف كرد:  معيار توان دو  مي 

 (4 ) 2T= =B FF V2T= =C F F U 

 
1 Configuration 
2 Reference configuration 
3 Quasi-statically 
4 Current configuration 
5 Deformed configuration 
6 Deformation gradient tensor 
7 Polar decomposition theorem 
8 Proper orthogonal tensor 
9 Positive definite 
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-در مباحث مكانيك محيط نام دارند.    1گرين-به ترتيب تانسورهاي تغيير شكل راست و چپ كوشي   Bو    Cكه  
ناورداهاي اصلي  -كيلي    3كه معادلۀ مشخصهدارند و از طرف ديگر اين   2هاي پيوسته اما به دليل مفاهيم فيزيكي كه 

 : [ 28] گيرند  مواقع اين ناورداها مورد استفاده قرار مي كنند، در اكثر  را نيز ارضا مي   4ميلتونه 

 (5 ) 𝐼1 = tr(𝑪) , 𝐼2(𝑪) =
1

2
[𝐼1

2 − 𝑡𝑟(𝑪2)] , 𝐼3 = 𝑑𝑒𝑡 𝑪 

ها در يك راستا قرار داشته دستۀ مهمي از مواد ناهمسانگرد، مواد تقويت شده با الياف هستند. در صورتي كه الياف
جهت الياف( بوده و در صفحه عمود بر اين جهت همسانگرد است. در اين حالت )  ح مرج باشند، ماده داراي يك جهت  
گويند. براي اين مواد، انرژي كرنشي علاوه بر ميزان تغيير شكل به جهت الياف نيز وابسته ماده را همسانگرد جانبي مي 

هاي تقارن مادي همسانگرد جانبي، انرژي كرنشي با توجه به گروه جهت الياف در مختصات اوليه باشد،  aاگر  است. 
 : [ 29] مواد همسانگرد جانبي تابعي از پنج ناورداي زير است 

 (6 ) 𝑊 = 𝑊(𝐼1, 𝐼2, 𝐼3, 𝐽4, 𝐽5) 

5كه   4,J J   به ناورداهاي همسانگرد جانبي معروف هستند. ناورداي  شامل اثرات ناهمسانگردي ماده مي باشند و 

4J    5بيانگر مقدار كشيدگي فيبر است و ناوردايJ   :به صورت زير در خواهد آمد 

 (7 ) 𝐽5 = 𝒂. 𝑪2𝒂 ⇒ 𝐽5 = 𝐶33
2 + 𝐶13

2 + 𝐶23
2 

23بيانگر تغيير طول فيبر،    33Cكه در آن   13،C C   هاي پيولاي تنش .  [ 30] باشند  بيانگر تغيير شكل برشي فيبر مي
 : [ 31]دوم ناشي از تابع انرژي كرنشي مواد همسانگرد جانبي نيز به صورت زير است  

 (8 ) 𝑃 = 2 [(
𝜕𝑊

𝜕𝐼1
+ 𝐼1

𝜕𝑊

𝜕𝐼2
) 𝜤 −

𝜕𝑊

𝜕𝐼2
𝑪 + 𝐼3

𝜕𝑊

𝜕𝐼3
𝑪−1] +2 [

𝜕𝑊

𝜕𝐽4
𝒂 ⊗ 𝒂 +

𝜕𝑊

𝜕𝐽5

(𝒂 ⊗ 𝑪𝒂 + 𝐶𝒂 ⊗ 𝒂)] 

 

 مدلسازی ساختاری
در اين بخش سعي بر اين است كه يك تابع انرژي چگالي كرنشي براي مواد همسانگرد جانبي ارائه داده شود  

اي همسانگرد جانبي مانند رگ انسان باعث سهولت در  هاي جدار ضخيم استوانهكه كاربرد آن در حل تيوبطوري  به
كه قبل از كاربرد اين تابع، بايستي ابتدا كارايي آن را جهت دنبال  ارائه يك حل تحليلي غير مبهم گردد. ضمن آن 

هاي استاندارد آزمايشگاهي بررسي نمود. در نهايت مدل پيشنهادي، براي تابع چگالي انرژي كرنشي اين  كردن داده 
 شود. دسته از مواد ارائه مي

و انرژي ذخيره شده ناشي  5در اينجا چگالي انرژي كرنشي به صورت مجموع انرژي كرنشي ذخيره شده در پايه ماده
 . [ 8  ;7  ; 5  ;4]   شود از فيبر و چسبندگي بين فيبر و ماده در نظر گرفته مي 

 
1 Right and left Cauchy-Green deformation tensors 
2 Principal invariants 
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4 Cayley-Hamilton 
5 Matrix 
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 (9 ) 
𝑊 = 𝑊𝑖𝑠𝑜 + 𝑊𝑎𝑛𝑖𝑠𝑜 

را   anisoWتوان يكي از توابع انرژي كرنشي مواد همسانگرد در نظر گرفت و ارائه تابع  را مي  isoWدر اين معادله  
بايستي طوري در نظر گرفت كه علاوه بر برآورده كردن قيود حاكم بر يك تابع چگالي انرژي كرنشي، در اول بتواند نتايج 

هاي تحت فشار  آزمايشگاهي را به خوبي دنبال كند و مهمتر از آن كارايي خوبي را در حل مسائل مقدار مرزي )لوله 
 داخلي( نسبت به ساير توابع ارائه شده داشته باشد. 

 باشند: از جمله قيود حاكم بر تابع انرژي كرنشي به شرح زير مي 
 ها، مقدار تابع چگالي انرژي كرنشي نبايد منفي شود.براي تمام تغيير شكل  -1

1در زمان نبود تغيير شكل ) -2 2 3 1  = =  (، مقدار تابع چگالي انرژي كرنشي بايد صفر شود. =
در زمان نبود تغيير شكل ناشي از عدم بارگذاري، مقدار تابع چگالي انرژي كرنشي بايد كمترين مقدار خود را  -3

 داشته باشد. 
1به ازاي   -4 0 2يا    = 0 3يا    = 0 1و   = =     2يا =     3يا =  مقدار تابع چگالي انرژي ،

فشار( و حالت دوم ) نهايت  بي   نفي م  كرنشي بايد مثبت و معين باشد و براي حالت اول بايد بارگذاري خارجي 
 كشش( باشد.)نهايت  بي   ثبت م 

5تابع چگالي انرژي بايد بيانگر اثرات غير همسانگردي باشد يا به عبارت ديگر تابعي از  -5 4,J J  .باشد 
از آنجايي كه قرار است تابع چگالي انرژي در حل مسائل مقدار مرزي لوله تحت فشار داخلي مورد استفاده  -6

گيري از جمله  قرار گيرد، لذا منجر به انتگرال 
2

Wz

z

d

dQQ



 −
گردد. به منظور رفع ابهام نمودن در ، مي   

2
z Q 2ي ، مشتق تابع چگالي انرژي كرنشي بايد داراي جمله =

z Q  ، باشد.  −
 شود: ته ميف اي از جملۀ زير در نظر گر يك چند جمله با توجه به شش قيد ذكر شده، ،   anisoWدر اين مقاله

 (10 ) 2 2
4 2 1 5 1 22 ( 3 ) ( 3 )J i i J i i− − −   

2در اين جمله  1,i i   به ترتيب ناورداي اول و دوم تانسور كشيدگي راستU   باشند:مي 
 (11 ) 

𝑖1 = 𝜆1 + 𝜆2 + 𝜆3 , 𝑖2 = 𝜆1
−1 + 𝜆2

−1 + 𝜆3
−1 

2ريولين برحسب - را مشابه با تابع موني   isoWبراي سادگي در كار، تابع 1,I I   شود: در نظر گرفته مي 

 (12 ) 
𝑊𝑖𝑠𝑜 = 𝑒1(𝐼1 − 3) + 𝑒2(𝐼2 − 3) 

 
2كه  1,I I  به ترتيب ناورداي اول و دوم تانسور تغيير شكل راست كوشي گرينC  [ 15] باشند  مي : 

 (13 ) 𝐼1 = 𝑖1
2 − 2𝑖2 = 𝜆1

2 + 𝜆2
2 + 𝜆3

2 , 𝐼2 = 𝑖2
2 − 2𝑖1 = 𝜆1

−2 + 𝜆2
−2 + 𝜆3

−2 

 در نظر گرفت:   10  اي  از عبارت توان به صورت چند جمله را مي   anisoWو همچنين تابع 
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 (14 ) 
𝑊𝑎𝑛𝑖𝑠𝑜 = ∑ 𝐶𝑖(2𝐽4(𝑖2

2 − 3𝑖1) − 𝐽5(𝑖1
2 − 3𝑖2)

𝑛

𝑖=1

)𝑖 

 شود: حاصل مي   15شود در نهايت تابع چگالي انرژي كرنشي  در نظر گرفته مي  "، "كه فقط دو جمله اول  

 (15 ) 𝑊 = 𝑒1(𝑖1
2 − 2𝑖2 − 3) + 𝑒2(𝑖2

2 − 2𝑖1 − 3) 

+𝐶1(2𝐽4(𝑖2
2 − 3𝑖1) − 𝐽5(𝑖1

2 − 3𝑖2)) + 𝐶2(2𝐽4(𝑖2
2 − 3𝑖1) − 𝐽5(𝑖1

2 − 3𝑖2))
2
 

 
 باشند. پارامتر هاي مادي بوده و براي مواد مختلف متفاوت مي   2C و   1e  ،2e ، 1Cكه ضرايب 

 

 نحوۀ تعیین پارامترهای مادی
در اين بخش نحوۀ محاسبۀ پارامترهاي مادي تابع چگالي انرژي شرح داده شده است. مقدار پارامترهاي مادي به  

خطي   غير  نيرو درجۀ  منحني  بارگذاري -بودن  نوع  و  داده جابجايي  در  تعيين  ها  دارد.  بستگي  آزمايشگاهي  هاي 
پارامترهاي مادي تابع چگالي انرژي كرنشي با استفاده از يك روش جديد انجام خواهد گرفت. اين روش مبتني بر  

به انطباق بين تنش بازسازي شده از آزمايش و تئوري نسبت  هاي حاصل شده از  انطباق بين مقادير چگالي انرژي 
هاي متفاوت بارگذاري،  هاي مختلف با منحنياي از آزمايش باشد. به هر حال اگر چه مجموعه آزمايش و تئوري مي

توان قائل شد.  به اين معني كه  تواند بر روي ماده انجام شود، ولي فقط يك تابع چگالي انرژي كرنشي براي آن مي مي 
ل مربعات فقط روي يك تابع، آن هم چگالي انرژي كرنشي به جاي چند تابع مختلف  روش تحليل رگريسون حداق 

به -تنش  برده ميكشيدگي  انرژي كرنشي آزمايش  كار  مقادير چگالي  به داشتن  اين عمل رياضي ملزم  شود. انجام 
شود. پارامتر هاي مادي  باشد. كارايي و انطباق تابع پيشنهادي  با نتايج تجربي شامل كشش ساده  سنجيده ميمي

2موجود )  1 2 1, , ,C C e eهاي تجربي كشش تك محوره  از انطباق تابع چگالي انرژي با داده (، 15)   ( در تابع پيشنهادي
با استفاده از روش مجموع    [ 27] ها و تاندون زانوي انسان   و روي رباط [ 32] هاي فيبروسي   در جهت فيبر روي لايه

 محاسبه شده است.    DataFitافزار باقيمانده  در نرم مربعات 
2، لايۀ جانبي داخلي  VLe  1مهرۀ پشت كمر شامل لايۀ جانبي خارجي

VLi  3، لايۀ پشتي خارجي
De   و لايۀ پشتي

ماده تواند هر يك از آن را  به دليل وجود الياف كولاژن در هر لايه، مي اند،  نشان داده شده   1شكل  كه در    4Diداخلي  
  همسانگرد جانبي در نظر گرفت. 

 

 
1 Ventro-Lateral external 
2 Ventro-Lateral internal 
3 Dorsal external 
4 Dorsal internal 
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 .[32] فیبروسی    ۀ های حلق لایه   . 1شکل  

 
های  تنش پیولای اول بر حسب کشیدگی الیاف برای آزمایش کشش تک محوره در جهت فیبر روی لایه .  2شکل  

 .[ 32] و نتایج تجربی    ( 15)مدل پیشنهادی     حلقۀ فیبروسی 

در  هاي حلقۀ فيبروسي مدل پيشنهادي و نتايج تجربي  مقايسۀ تنش پيولاي اول بر حسب كشيدگي الياف روي لايه
هاي تجربي ( مدل پيشنهادي از داده RSSبيني شده ) نشان داده شده است. پارامترهاي مادي و انحرافات پيش   2شكل  

مگا پاسكال   3.75e-5 [ 32] هاي تجربي  آمده است و حداكثر انحراف از داده  1جدول  هاي حلقۀ فيبروسي در  براي لايه 
 باشند. قابل قبول مي    RSSباشد. با توجه به اردر تنش پيولاي اول، مقادير  مي 

 .[ 32] های تجربی  های حلقۀ فیبروسی با استفاده از داده لایه ( برای  15های مادی مدل پیشنهادی )پارامتر  . 1جدول  

2C  1C  2e  1e  RSS Parameter (Mpa) 

-6769.3077 -17585.1104 266240.2653 -213440.0311 3.75 e-5 VLe 

-286.7046 -46.4650 544.0088 -404.1585 6.7e-8 VLi 

-1182.3863 -197.9427 2483.6259 -1888.8865 3.74e-9 De 
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2C  1C  2e  1e  RSS Parameter (Mpa) 

0 -3.4735 97.1430 -85.7116 4.76e-6 Di 

 
و   2PCL، رباط متقاطع 1ACLها و تاندون زانوي انسان، شامل رباط متقاطع جلويي پارامترهاي مادي براي رباط 

از مقايسۀ تنش پيولاي اند، با استفاده  از روش كمترين مربعات باقيمانده  ه نشان داده شد  3شكل  كه در    3PTتاندون پاتلا  
ها و تاندون زانوي انسان مدل اول بر حسب كشيدگي الياف براي آزمايش كشش تك محوره در جهت فيبر روي رباط 

نتايج تجربي در   بيني  شده توسط مدل آمده است. انحراف پيش   2جدول  محاسبه شده و در    4شكل  پيشنهادي و 
به اردر تنش پيولاي اول، مقادير مگاپاسكال مي   2.94e-7حداكثر    [ 27] هاي تجربي  پيشنهادي از داده  باشد. با توجه 

RSS   باشند.قابل قبول مي 
 

 
 . [ 27] ساختمان مفصل زانوی انسان  .  3شکل  

 

 
1  Anterior Cruciate Ligament 
2  Posterior Cruciate Ligament 
3  Patellar Tendon 
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ها و  تنش پیولای اول بر حسب کشیدگی الیاف برای آزمایش کشش تک محوره در جهت فیبر روی رباط . 4شکل  

 .[27] و نتایج تجربی  (  15) مدل پیشنهادی   تاندون زانوی انسان 

های  ها و تاندون زانوی انسان با استفاده از دادهبرای رباط  ( 15) های مادی مدل پیشنهادی   پارامتر  .2جدول 

 . [27] تجربی 

2C 1C 2e 1e  RSS Parameter  (Mpa) 

124.8116 -14.2603 182.3639 -134.1246 2.94e-7 ACL 

660.3165 37.1758 -394.0016 287.8935 1.37e-8 PCL 

1183.1262 55.2535 -703.8825 545.1113 6.61e-9 PT 

 

 های جدار ضخیم های شبیه تیوب کاربرد معادلۀ ساختاری روی رفتار مکانیکی سازه 
هاي قلب و عروق، يكي از دلايل مهم مرگ و مير در جهان هستند و ارتباط نزديكي با ديناميك خون بيماري

عضو    ترينمهمعروقي، بلكه در تمام سيستم بدن، قلب  -و مكانيك ديواره شريان دارند. نه تنها در سيستم قلبي
شود. از راهكارهاي مفيد  رسان آن دچار گرفتگي يا تنگي شوند، عملكرد قلب مختل ميهاي خوناست كه اگر رگ 

است كه در آن از يك رگ جايگزين براي خون رساني به   1پس در بر طرف كردن تنگي عروق قلب انجام عمل باي
پس قلبي مورد استفاده قرار  كه جهت انجام پيوند باي متداوليبنابراين مطالعۀ رفتار عروق ؛ كنندقلب استفاده مي

 نمايد.  گيرند مهم ميمي

 
1 Bypass 
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اند. در اين بخش كرده چون حل تحليلي به سادگي قابل محاسبه نبود تمامي محققان حل را به صورت عددي ارائه 
 اي جدار ضخيم ساخته شده از موادهاي استوانه دست آوردن حل تحليلي بسته براي توزيع تنش در ديواره تيوب هدف به 

 باشد. همسانگرد جانبي هايپرالاستيك مي 

 

 ای همسانگرد جانبیتحلیل تیوب استوانه 
و زاويه الياف  B، شعاع خارجي  Aاي جدار ضخيم همسانگرد جانبي با شعاع داخلي  فرض كنيد يك تيوب استوانه 

   كه در معرض فشار داخليiP  فشار خارجيoP    نيروي محوريN  محوري  و كوپل  M   .را در   5شكل قرار دارد
 نظر بگيريد.  

 .هندسه استوانه بارگذاری شده   . 5شکل  

 هندسه اوليۀ سيلندر به صورت زير است: 

 (16 ) 𝐴 ≤ 𝑅 ≤ 𝐵, 0 ≤ 𝛩 ≤ 2𝜋, 0 ≤ 𝑍 ≤ 𝐿 

)كه در آن   R, ,Z )   توصيف تغيير شكل ذرات مادي در دستگاه مختصات   .اي ذرات مادي است مختصات استوانه
)z,,r(جاري     :به صورت زير است 

 (17 ) 𝑟 = 𝑓(𝑅), 𝜃 = 𝛩 + 𝜏𝜆𝑧𝑍, 𝑧 = 𝜆𝑧𝑍 

 پيچش بر واحد طول  است. ثابت بوده و  zكه در آن كشيدگي طولي 

 (18 ) 𝑎 ≤ 𝑟 ≤ 𝑏, 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑙 = 𝜆𝑧𝐿 

هاي داخلي و خارجي در پيكره جاري  به ترتيب شعاع   bو    aبه ترتيب طول اوليه و طول تغيير شكل يافته و    lو    Lكه  
اند و با اعمال شرايط نيز نامعلوم   bو    aهاي داخلي و خارجي  ابتدا نامشخص است و شعاع    𝑓(𝑅)باشند. در حالت كلي  مي 

 دست خواهند آمد.مرزي به 

,هاي اصلي  كشيدگي  ,r z     متناظر با راستاهاي)z,,r(    باشند: به صورت زير مي 
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 (19 ) 
𝜆𝑟 =

𝑑𝑟

𝑑𝑅
, 𝜆𝜃 =

𝑟

𝑅
, 𝜆𝑧 = 𝑐𝑡𝑒 

 
 شود:شود. در نتيجه تغيير شكل حاصل به صورت زير توصيف ميگرفته ميمادۀ سازنده استوانه، تراكم ناپذير در نظر  

 (20 ) 
𝑟2 = 𝜆𝑧

−1(𝑅2 − 𝐴2) + 𝑎2, 𝑄 =
𝑅

𝑟
 

 (21 ) 
𝜆𝑟 = 𝑄𝜆𝑧

−1, 𝜆𝜃 = 𝑄−1, 𝜆𝑧 = 𝑐𝑡𝑒 

 شود: در نظر گرفته، كه به صورت زير تعريف مي   mاي را دستگاه استوانه جهت مرجح در  

 (22 ) 
𝐦 = (𝑀𝑅 , 𝑀𝜃 , 𝑀𝑍) 

 شود: هاي تنش به صورت زير بيان ميبر اساس معادلۀ ساختاري، مؤلفه 

 

 (23 ) 
𝝈 = 𝑤1𝑩 + 2𝑤2(𝐼1І− В)В + 2𝑤4(𝒎 ⊗ 𝒎) 

+2𝑤5(𝒎 ⊗ В 𝒎 + В 𝒎 ⊗ 𝒎) − 𝑃𝑰,    𝑤𝑖 =
𝜕𝑊

𝜕𝐼𝑖

 

 

باشد واسطه شرايط مرزي صفر شود كه پيچش در آنها به شرايطي بررسي مي در ادامه، حل تيوب جدار ضخيم، براي  

 (0 ))                        اي، معادلۀ تعادل  (. در دستگاه مختصات استوانه = )div 0=σ )  :به صورت زير است 

 (24 ) 𝑑𝜎𝑟

𝑑𝑟
+

𝜎𝑟 − 𝜎𝜃

𝑟
= 0 

اي استفاده از مشتق زنجيره حال با  
r rd d dQ

dr dQ dr

 
 شود: به صورت زير باز نويسي مي  24، معادله    =

 (25 ) 
𝑑𝜎𝑟

𝑑𝑄

𝑑𝑄

𝑑𝑟
+

𝜎𝑟 − 𝜎𝜃

𝑟
= 0 

 توان نتيجه گرفت: بر اساس شرط غيرقابل تراكم بودن ماده مي 

 (26 ) 𝑑𝑄

𝑑𝑟
=

𝜆𝑧𝑄−1 − 𝑄

𝑟
 

 (27 ) 𝜎𝑟 = 𝑊̂̂(𝑄) − ∫ (
𝜆𝑧

𝜆𝑧 − 𝑄2

𝑑𝑊̂̂

𝑑𝑄
) 𝑑𝑄 + 𝑐1 

كه 
a

a

A
 ، با استفاده از يكي از شرايط مرزي مكانيكي 1cكشيدگي محيطي لايۀ داخلي تيوب است. ثابت مجهول   =

 شود: زير تعيين مي 
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 (28 ) 𝜎𝑟|𝑄𝑖=𝜆𝑎
−1 = −𝑃𝑖 ,          𝜎𝑟|

𝑄𝑜=𝜆𝑏
−1 = −𝑃𝑜 

a/كه در آن   a A b/و    = b B هاي داخلي و خارجي هستند. به هاي محيطي در شعاع به ترتيب كشش   =

 شوند: ها مستقل نيستند و با استفاده از رابطۀ زير به هم مربوط ميتوان نشان داد اين كشيدگي سادگي مي 

 (29 ) 
𝜆𝑎

2 =
𝜆𝑏

−2(𝜂2 − 1) + 𝜆𝑧

𝜆𝑧𝜂2𝜆𝑏
−2  

Aكه 

B
 اي تحت بارگذاري  فرض كنيد تيوب استوانه   باشد. ، نسبت شعاع داخلي به شعاع خارجي در پيكرۀ اوليه مي=

iاي آن حفظ شود و  به نحوي تغيير شكل دهد كه شكل استوانه  oP P P = نشان دهندۀ اختلاف فشار بين سطوح  −

 داخلي و خارجي باشد:

 (30 ) 𝛥𝑃 = −𝜎𝑟(𝑄𝑖 = 𝜆𝑎
−1) + 𝜎𝑟(𝑄𝑜 = 𝜆𝑏

−1) 

سيلندر انتها براي  بايد بر دو انتهاي سيلندر وارد شود. اين نيرو از رابطه زير    Nبراي ثابت نگه داشتن طول، بار محوري  

 شود: باز حاصل مي 

 (31 ) 𝑁 = ∫ 2𝜋𝑟𝜎𝑧(𝑟)𝑑𝑟
𝑏

𝑎

    or      𝑁 = ∫
2𝜋𝑐𝑄𝜆𝑧

(𝜆𝑧 − 𝑄2)2
𝜎𝑧(𝑄) 𝑑𝑄

𝑄𝑜

𝑄𝑖

 

 قابل محاسبه است: ،  32  و همچنين نيروي محوري براي سيلندر انتها بسته از رابطه 

 

 (32 ) 

𝑁 = ∫ 2𝜋𝑟𝜎𝑧(𝑟)𝑑𝑟
𝑏

𝑎

− 𝜋𝑎2𝛥𝑃           

or   

𝑁 = ∫
2𝜋𝑐𝑄𝜆𝑧

(𝜆𝑧 − 𝑄2)2
𝜎𝑧(𝑄) 𝑑𝑄

𝑄𝑜

𝑄𝑖

− 𝜋𝑎2𝛥𝑃(𝑄) 

 

2كه در روابط بالا   1 2
zc a A−= بايد بر دو انتهاي سيلندر وارد    Mگشتاور    ، براي ثابت نگه داشتن  است.    −

 شود:سيلندر انتها باز و بسته حاصل مي براي شود. اين گشتاور از رابطه زير 

 (33 ) 𝑀 = ∫ 2𝜋𝑟2𝜎𝜃𝑧(𝑟)𝑑𝑟
𝑏

𝑎

      

 بحث و نتایج
اي همسانگرد جانبي هاي مختلف بارگذاري تيوب استوانه در اين بخش توصيف تغيير شكل و تحليل تنش براي حالت 

 با وجود نيروي محوري انجام گرفته است.
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 همسانگرد جانبی ای  های مختلف بارگذاری تیوب استوانه و تحلیل تنش برای حالت   توصیف تغییر شکل تحلیل  

r,) متقارن نيرويي و متقارن هندسي، شرط عدم وجود تنش برشي  با توجه به بارگذاري  rz0 0 = ( بايستي =

r,هاي برشي تانسور تنش از جمله  ، مؤلفه 34  0برآورده شود. با كمك معادلۀ ساختاري   rz  باشند:به شرح زير مي 
 

 (34 ) 

2 2 2 2
4 5

2 2 2 2 2
4 5

2 2 2 2 2
5 4 5

.( )

2 { [ ( ) ]

[ ( ) ]}

.( )

2 { [ ( ) ]}

r

r R r z

z z r z z

rz

r R z z z r z z

M M w w

M w w

M M w M w w



  



 



     

     



       

=

= + + +

+ + + + +

=

= + + + +

r θ

r z

e σ e

e σ e

 

θكه دو شرطبراي اين  ,r rz0 0 = گردد كه بايد دو حالت براي چيدمان الياف وجود با هم ارضا شوند. نتيجه مي   =

 نشان داده شده است:  6شكل    طور كه در همان ه باشد  ت داش 

0RMبايد -1  اند. باشد كه در اين صورت الياف به شكل مارپيچ روي محيط استوانه پيچيده   =

0zMبايد -2 M =  باشند. باشندكه در اين حالت الياف به صورت شعاعي مي   =

 

 
 .الف: الیاف مارپیچ     ب: الیاف شعاعی  . 6شکل  

پيچشي به دو انتهاي آن اعمال گردد. قابل ذكر است به منظور اعمال شرط عدم پيچش روي محور، بايستي يك كوپل  

، ساخته شده و چيدمان الياف در آن به صورت شعاعي  و مارپيچ هستند. از ثوابت مادي Diاي از ماده  كه تيوب استوانه 

  براي حل استفاده شده است.   1جدول  كه در     Diدست آمده براي ماده  به 

 با وجود نیروی محوری   Diای همسانگرد جانبی ساخته شده از  تیوب استوانه 

0.5يك تيوب سيلندري با نسبت شعاع بيروني به داخلي برابر  در    iPفشار داخلي    و   Nتحت نيروي محوري ،  =

1.1zها، ميزان كرنش طولي تيوب ثابت  ) كه در تمام بارگذاري نظر بگيريد. ضمن اين  عبارتي ديگر به ميزان ( يا به =

گيري طور واضح، دو سر باز يا بسته بودن تيوب و همچنين جهت. به ده درصد افزايش طول را دارا باشد، فرض شده است 

تواند بر روي رفتار مكانيكي تيوب تأثير داشته باشد، اما در اينجا ذات مادۀ زمينه زمينه و ذات الياف مي الياف و ذات مادۀ  

در نظر گرفته شده است و تنها دو عامل دو سر باز بودن يا بسته بودن آن و   Diو الياف ثابت و ساخته شده از ماده  

 گيري الياف روي رفتار مكانيكي يك تيوب همسانگرد جانبي بررسي شده است.همچنين جهت 
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مقدار فشار داخلي بر حسب انبساط محيط داخلي )كشيدگي محيط داخلي( يك تيوب سيلندري با الياف   7شكل  

0.5شعاعي و هندسه   طور واضح به منظور داشتن انبساط محيط دهد. به را نشان مي  1.1تحت كشيدگي طولي     =

شود و نحوۀ تغييرات آن در شكل مورد نظر به تصوير كشيده فشار مورد نياز براي اين موضوع بيشتر مي داخلي بيشتر، 

فشار داخلي مورد نياز براي منبسط كردن محيط داخلي )كشيدگي محيطي( يك تيوب   8شكل  شده است. علاوه بر آن،  

,0با الياف مارپيچ، براي زواياي مختلف الياف   , , ,
6 4 3 2

   
 گردد  مشاهده مي   8شكل    دهد. با توجه به را نشان مي   =

تواند به شدت بر روي فشار مورد نياز براي منبسط كردن محيط داخلي، تاثيرگذار باشد. براي الياف مارپيچ مي  ۀ كه زاوي 

مثال به منظور رسيدن به يك سطح يكسان از انبساط در محيط داخلي، فشار مورد نياز براي اين انبساط داخلي با افزايش 

مارپيچ الياف در تيوب باعث مقاومت بيشتر آن در مقابل   ۀ يابد، چرا كه افزايش زاوي مارپيچ الياف به شدت افزايش مي ۀ  زاوي 

 گردد. گردد و اين به منزلۀ اعمال فشار بيشتر براي رسيدن به سطح يكسان از انبساط در تيوب مي انبساط مي 

 

 
 

بر حسب انبساط محیط داخلی تیوب    فشار .  7شکل  

 .با وجود الیاف شعاعی 

بر حسب انبساط محیط داخلی تیوب    فشار   . 8شکل  

 .با وجود الیاف مارپیچ

هاي تيوب با الياف شعاعي بر حسب  بوجود آمده را در لايه    به ترتيب تنش شعاعي و محيطي  10و   9هاي  شكل 

1.1zتحت كشيدگي طولي   (R/B)   موقعيت آنها گردد،  مشاهده مي  10شكل  طور كه از  دهد. همان نشان مي  =

كه با دور شدن از لايۀ داخلي، ميزان  دهد و ضمن اينبيشترين تنش محيطي حاصل شده در لايۀ داخل تيوب رخ مي 

ها، با دور شدن از لايه داخلي  آمده در بين لايه وجود  گردد. علاوه بر آن، تنش فشاري به تنش محيطي آنها كمتر مي

  شود. كمتر مي 
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توزیع تنش شعاعی در تیوب با وجود  .  9شکل  

 .الیاف شعاعی 
توزیع تنش محیطی در تیوب با وجود الیاف .  10شکل  

 . شعاعی 

به ترتيب توزيع تنش شعاعي و محيطي براي يك تيوب سيلندري همسانگرد جانبي با  12و    11هاي  شكل همچنين  

1.1zوجود الياف مارپيچ  در زواياي متفاوت تحت كشيدگي طولي   ها طور كه از شكل دهد.  همان را  نشان مي   =

گردد، مقدار تنش به راستاي الياف وابسته بوده و با افزايش زاويه راستاي الياف، مقاومت و استحكام تيوب در مشاهده مي 

 رود. هاي بيشتر در اين دسته از مخازن انتظار مي گردد، و به تبع آن تنش مقابل بارگذاري فشار داخلي بيشتر مي 

 

 
 

الیاف    یع تنش شعاعی در تیوب با توز .  11شکل  

 .مارپیچ 

توزیع تنش محیطی در تیوب با الیاف .  12شکل  

 .مارپیچ 
   

يدگي الياف را بر حسب انبساط محيط داخلي براي دو نوع چيدمان متفاوت از الياف، راستاي كش  14و   13هاي  شكل 

0.5گيري مارپيچ را براي يك تيوب با هندسه شعاعي و جهت  1.1zتحت كشيدگي طولي    = دهد.  را نشان مي   =
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در نتيجه براي حالاتي كه كشيدگي الياف  "، "لازم به ذكر است، از آنجايي كه الياف در برابر فشار هيچ مقاومتي ندارند 

توان براي اين شود، در حقيقت وجود الياف هيچ مزيتي ندارد و گويي كه ماده بدون الياف شده است و مي كمتر از يك 

 حالت، رفتار ماده همسانگرد جانبي را شبيه رفتار ماده زمينه و به صورت يك ماده همسانگرد در نظر گرفت.  

 

  
کشیدگی فیبر بر حسب کشیدگی  .  13شکل  

 .محیطی برای الیاف شعاعی 

کشیدگی فیبر بر حسب کشیدگی محیطی .  14شکل  

 .لیاف مارپیچ برای ا 

نيروي محوري لازم بر حسب انبساط محيط داخلي در دو حالت تيوب دو سر باز و دو سر بسته با كشيدگي طولي 

1.1z آورده شده است. نيروي محوري به هندسه تيوب، باز يا بسته بودن دو سر     " 16و    15شكل   "   در   ، به ترتيب =

كه حالت الياف شعاعي نسبت به حالت بستگي خواهد داشت. با توجه به اين گيري الياف در تيوب  آن و همچنين جهت 

گردد، از اين رو نيروي محوري كمتري الياف مارپيچ، باعث سختي كمتري از تيوب در دو راستاي شعاعي و طولي مي 

كه براي مخازن دو سر بسته، فشار داخلي  رود. ضمن اين براي افزايش ده درصدي طول تيوب با الياف شعاعي انتظار مي 

صورت گردد، از اين رو همين فشار داخلي در مخازن دو سر بسته، به تيوب يك نيروي كمكي براي افزايش طول تيوب مي 

ها گردد. بنابراين نيروي محوري فشاري در بعضي از حالت خودبخود باعث افزايش ده درصدي يا بيشتر در طول تيوب مي 

لي بالاي تيوب باعث افزايش بيش از ده درصدي در طول تيوب گرديده و به اين منظور نشان از اين را دارد كه فشار داخ 

كه تنها شاهد افزايش ده درصدي در  بايد يك نيروي فشاري براي كمتر شدن افزايش طول،  روي آن اعمال گردد تا اين 

طول تيوب بود. همچنين نيروي محوري لازم براي داشتن افزايش طول ده درصدي در طول تيوب در دو حالت دو سر 

طور كه مشاهده آورده شده است. همان   "18و    17شكل  "  باز و دو سر بسته با وجود الياف مارپيچ در زواياي متفاوت در 

1.1zشود نيروي محوري به شدت وابسته به زاويۀ الياف مارپيچ است و در يك كشيدگي طولي يكسان )مي  (، با =

گردد چرا كه فشار داخلي آنها افزايش يافته و اين افزايش افزايش زاويۀ الياف مارپيچي، نيروي محوري كمتري لازم مي 
 شود. فشار منجر به افزايش طول آنها شده و در نتيجه نيروي محوري كمتري براي افزايش طول لازم مي 
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نیروی محوری بر حسب کشیدگی محیطی   . 15شکل  

1.1zبرای تیوب بسته با الیاف شعاعی به ازای   =  

0.5و   =. 

نیروی محوری بر حسب کشیدگی محیطی .  16شکل  

1.1zبرای تیوب باز با الیاف شعاعی  به ازای  و   =

0.5 =. 

  
نیروی محوری بر حسب کشیدگی محیطی  . 17شکل  

1.1zبه ازای     برای تیوب باز  0.5و    = = . 

نیروی محوری بر حسب کشیدگی محیطی .  18شکل  

1.1zبرای تیوب بسته به ازای   0.5و    = =. 

 

 گیری نتیجه 
هدف از انجام اين مقاله، ارائه تابع چگالي انرژي كرنشي براي مواد هايپرالاستيكِ همسانگرد جانبي تراكم ناپذير بود 

براي توزيع تنش، تغيير شكل و نيروي محوري   ترم   وجود بدون    نامبهم حل تحليلي    خودكار   طور به كه   انتگرالي مبهم 

تحليلي    در حل هاي سيلندري ساخته شده از مواد همسانگرد جانبي را محقق كند. به اين منظور عامل مبهم كننده  تيوب 

هاي اصلي تابع چگالي انرژي، يژگي وي تعريف كرده كه علاوه بر  ا گونه به اي را شناخته و تابع انرژي كرنشي را  تيوب استوانه 
يري را نيز تضمين كند. ابتدا يك فرم كلي براي تابع چگالي انرژي كرنشي مواد همسانگرد گ انتگرال اين رفع ابهام در  
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انرژي   انرژي كرنشي كه شامل  تابع  تجزيۀ جمعي  اساس  بر  ناپذير  تراكم  ماد يره ذخ جانبي  در  انرژي   ۀ شده  و  زمينه 

اي از ناورداي اول و دوم و است. انرژي ذخيره شده در فيبر چند جمله   شدهارائه شده در فيبر را در نظر گرفته،  يره ذخ 

باشد. از مزاياي ديگر تابع چگالي انرژي كرنشي پيشنهادي، وجود تنها چهار (مي 5Jو    4Jناورداهاي همسانگرد جانبي ) 

2پارامتر مادي )  1 2 1, , ,C C e e هاي استاندارد تجربي براي گروهي از مواد همسانگرد ( در آن است. كه از انطباق با تست

ايش كشش تك محوره آزم شده است. انطباق خوب بين نتايج حاصل از تابع انرژي پيشنهادي و  يين تع جانبي، مقادير آنها  

براي موادي مانند ،   RSSها و تاندون زانوي انسان انجام شده است. مقادير  هاي فيبروسي و رباط در جهت فيبر روي لايه 

VLe  ،VLi  ،De  ،Di  ،ACL  ،PCL    وPT    3.75به ترتيبe-5  ،6.7e-8  ،3.74e-9  ،4.76e-6  ،2.94e-7  ،1.37e-8    و
6.61e-9    دهد. تمركز بر ي م را نشان    ها شكل و تغيير  قابليت بالاي تابع چگالي انرژي پيشنهادي در مدل كردن تتنش

جانبي بود كه با كمك حل تحليلي   همسانگرد ي جدار ضخيم ساخته شده از مواد  ا استوانه هاي  مكانيكي تيوب روي رفتار  

هاي در قالب نمودار در شكل  Diي ساخته شده از ا نامبهم توزيع تنش، تغييرشكل و نيروي محوري براي تيوب استوانه 

 ارائه و بررسي شد.  18تا    7
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