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In the present research, the temperature distribution in the thermal 
boundary layer on a wedge was investigated. Boundary layer PDE 
equations of continuity, momentum and energy based on Falkner-
Scan model with variable wall temperature conditions for laminar, 
stable and incompressible flow were obtained and using a similar 
solution to simple differential equations of momentum and energy by 
applying variable wall temperature (n coefficient) was presented in a 
new form. To solve the resulting equations, according to the infinite 
boundary condition, the modified integrated semi-analytical method 
was used. The results obtained from this method were compared with 
the numerical method for a specific condition in the Prandtl number 
(Pr) and the maximum error was 0.020%. With the increase of n from 
0.5 to 1.5 and the Prandtl number (Pr) from 0.7 to 10 for the flow with 
different angles, the thickness of the thermal boundary layer grew 
faster; thus, the Nusselt number (Nu) which has a direct relationship 
with the thermal boundary layer thickness gradient also increased. 
Where Pr=1 and slope equaled 90 degrees, Nu increased by 36.5% 
with an increase of n to 1.5. In the expansion corner (negative angle), 
the flow behavior on the wedge was the same by increasing Pr. 
However, by increasing the power of the variable wall temperature, 
the thickness of the thermal boundary layer increased and the slope 
of the thermal boundary layer decreased, consequently reducing Nu 
such that the Nu in the separation point decreased by 14.5 % by 
increasing n to 1.5.  
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EXTENDED ABSTRACT 

Introduction 

Investigating the boundary layer flow over a wedge (flow with pressure gradient) is one 
of the important issues in fluid mechanics and used in the production of adhesive tapes, 
pipes and polymer part of equipment by using the extrusion method. First, non-linear 
partial differential equations of flow over a wedge with a variable temperature surface were 
transformed into ordinary equations using a similarity solution, not previously presented in 
the literature. Moreover, due to an infinite boundary condition, the semi-analytical 
collocation method was used with a variable change, which was also innovative.    

Methodology 

Figure (1) shows a viscose and incompressible fluid flow over a wedge where the x-axis 
is in addition to the flow and the y-axis is normal to the flow. The surface temperature is 
variable and equals n

w 1T T x= +   where   is a constant coefficient and n is the variable 

temperature index. The surface temperature (
wT ) is considered greater than the free 

stream temperature (
1T ).  

 
Figure 1. Schematic of problem. 

 

Boundary layer equations of continuity, momentum and energy assume that Newtonian, 
incompressible, two-dimensional and for laminar fluid flow will be in order: 

(1) 
𝜕𝑢(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦
= 0 

(2) 𝑢(𝑥,𝑦)
𝜕𝑢(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥
+ 𝑣(𝑥,𝑦)

𝜕𝑣(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦
= −

1

𝜌

𝜕𝑃

𝜕𝑥
+ 𝜐

𝜕2𝑢(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦2
 

(3) 𝑢(𝑥,𝑦)
𝜕𝑇

𝜕𝑥
+ 𝑣(𝑥,𝑦)

𝜕𝑇

𝜕𝑦
= 𝛼

𝜕2𝑇

𝜕𝑦2
 

 
Simple nonlinear equations were taken from above equations by using similarity 

solution as follows: 
(4) 𝑓‴(𝜂) + 𝑓(𝜂)𝑓″(𝜂) + 𝛽(1 − 𝑓′2(𝜂)) = 0 
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(5) 𝜃″ + 𝑃𝑟 𝑓(𝜂) 𝜃
′ + 𝑛𝛽 𝑃𝑟 𝑓(𝜂)

′ (1 − 𝜃) = 0 
 
The momentum and energy equations respectability, and boundary condition are 

as follows: 

(6) 𝜂 = 0 → 𝑓(𝜂) = 𝑓′(𝜂) = 0, 𝜃 = 0 
(7) 𝜂 → ∞ → 𝑓′(𝜂) = 1, 𝜃 = 1 

 
Both the semi-analytical collocation method and numerical 4th-order Runge-Kutta 

were used to solve the problem. Furthermore, due to the existence of an infinite boundary 
layer, this infinite boundary condition was transformed into a finite one via an innovative 
variable change.  

Results and discussion 

Figure (2) shows the effect of n on the dimensionless temperature distribution  , in 
which the thermal boundary layer becomes thinner with the increase of n. Therefore, it 
reaches the free flow temperature at a smaller distance on the surface. The maximum 
thermal boundary layer thickness was generated when the wall temperature was 
constant (n=0). 

 

 
Figure 2. Effect n on the nondimensional distribution temperature where Pr=1 and  1 = . 

 

As per Figure (3), for flow on the wedge with positive , the Nusselt number increased 

with the increase of n, and for the same n, the Nusselt value also increased by increasing the 
wedge angle. In flow on the expansion wedge ( 0  ), when n increases, the Nusselt number 

was reduced, and for the same n, the Nusselt number decreased by increasing  . 
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Figure 3. Effect n on the Nusselt number where Pr=1 and  1 = . 

Conclusion 

By increasing n from 0.5 to 1.5 and Pr from 0.7 to 10, the thermal boundary layer 
developed faster; thus, the Nusselt number (Nu), which had a direct relationship with the 
thermal boundary layer thickness gradient, was also increased. For Pr=1 and angle equal to 
900, Nusselt increased by 36.5% when n was increased to 1.5. In the expansion wedge, the 
thickness of the thermal boundary layer increased by increasing n, followed by a decrease 
in the slope of the thermal boundary layer; therefore, the Nusselt was reduced until the 
separation point by 14.5% when n was increased to 1.5. 
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 مرزی حرارتی روی یک گوشه با دمای سطح متغییر  یبررسی جریان لایه 

 * 1سید مرتضی مقیمی

 . رانای ،شهرقائم  ، اسلامی آزاد  دانشگاه  شهر،واحد قائم   ک،ی مکان ی گروه مهندس ار، ی استاد -1

 

 چکیده   اطلاعات مقاله 

    ی پژوهشمقاله  مقاله:  نوع

 

مرزی حرارتی روی گوشه بررسی شده است.   یلایه در این تحقیق، توزیع دما در 
اسکن با  -براساس مدل فالکنر یممنتوم و انرژ یوستگی،پ مرزی یلایه معادلات 

ناپذ  و  یدارآرام، پا  یانجر  یبرا   ییر متغ  ییواره د  یدما   یطشرا به دست    یرتراکم 
ی با  ساده ممنتوم و انرژ یفرانسیلبه معادلات د یبا استفاده از حل تشابه آمده و

برای حل   شود.یم ( به فرم جدیدی ارائهn)ضریب  یاعمال دمای متغییر دیواره 
  یقی تلف  نیمه تحلیلیروش    نهایت، ازمعادلات حاصل، با توجه به شرط مرزی بی

نتایج به دست آمده از این روش با روش عددی    گردد.یم  استفاده  شده  اصلاح
درصد    020/0حداکثر خطا   وبرای یک شرایط خاص در عدد پرانتل یک مقایسه 

برای جریان با   10تا  0/ 7و عدد پرانتل از  5/1تا  5/0از   nحاصل شد. با افزایش 
با توجه به  تر رشد میضخامت لایه مرزی حرارتی سریعزوایای مختلف،   نماید. 

مرزی حرارتی دارد،    یمستقیم با شیب ضخامت لایه   یاینکه عدد ناسلت رابطه 
افزایش شیب گوشه و   افزایش میnبا  نیز  ناسلت  در  یابد به گونه، عدد  ای که 

افزایش    %36/ 5، عدد ناسلت  5/1تا    n  درجه با افزایش  90پرانتل یک و شیب  
ثابت   nیابد. در گوشه باز شونده )زاویه منفی( با افزایش عدد پرانتل برای یک  می

، ضخامت  nیابد اما با افزایش  رفتار جریان مانند قبل بوده و عدد ناسلت افزایش می
یابد که در نتیجه شیب لایه مرزی دما کاهش  مرزی حرارتی نیز افزایش می  یلایه

یابد. به طوری که عدد ناسلت در  خواهد یافت بنابراین عدد ناسلت نیز کاهش می
 یابد. کاهش می %14/ 5به میزان  5/1تا   nنقطه جدایش با افزایش 

 12/10/1400  دریافت مقاله: 
 1401/ 03/ 14بازنگری مقاله: 
 1401/ 04/ 08پذیرش مقاله: 
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 مقدمه
 در مکانیک سیالات است   مهم از مسائل  روی سطوح شیب دار )جریان با گرادیان فشار(  مرزی    ی جریان لایه   بررسی 

. اولین بار [ 1]   که در صنعت تولید نوار چسب، لوله و قطعات پلیمری با استفاده از روش اکستروژن کاربرد فراوانی دارد 

   [ 3] جریان بر روی یک گوشه مورد بررسی قرار گرفت. تی اچ لین و کی ال لین    1931سال    در   [ 2] اسکن - توسط فالکنر 

مرزی بر روی سطح شیب دار دما ثابت با استفاده از حل تشابهی با عدد پرانتل کوچک پرداختند که   ی به بررسی لایه 

ه روش تجربی مشاهده نمودند که ب  [ 4] صحیح از دقت بالایی برخوردار بود. نگانو و همکاران    های نتایج با مقایسه با پاسخ 

لزج در جریان آشفته کاهش یافت.   ی لایه با افزایش زاویه سطح شیبدار )افزایش گرادیان فشار معکوس( ضخامت زیر  

اسکن به همراه انتقال حرارت را حل نموده و نتایج - معادله فالکنر  OHAMروش جدید   یبا ارائه  [5] و همکاران   اولاه 

و همکاران      2و همچنین یاکوب  [ 6] بدست آوردند. یائو    1عددی المان محدود و شوتینگ  های قابل قبولی با مقایسه با روش 

اسکن برای یک نانو سیال دریک سطح ثابت و همچنین سطح در حال حرکت با تعیین شار - در رابطه با مدل فالکنر  [ 7] 

 حرارتی در سطح، تحقیقاتی انجام دادند.

همکاران شود بائو و  ها استفاده زیادی می که در صنعت از سیال غیرنیوتنی مانند پلیمرهای مذاب و رنگبا توجه به این 

اسکن، مشاهده نمودند که با افزایش اختلاف - سیال غیرنیوتنی در معادله فالکنر   3با بررسی عددی اثر ویسکوالاستیک  [ 1] 

تنش نرمال اول روی دیواره، ضخامت مومنتوم و ضخامت لایه مرزی حرارتی افزایش یافته و همچنین در یک شیب ثابت 

ناسلت متوسط در طول صفحه کاهش   نرمال اول،  با افزایش اختلاف تنش  یافت. بررسی سیال )گرادیان فشار ثابت( 

اسکن با انتقال حرارت در حضور میدان مغناطیسی با تغییرات - فالکنر ی غیرنیوتنی مدل ماکسول با حل تحلیلی معادله 

 ی با مطالعه   [ 9]     8صورت پذیرفت. راجا و سندیب  [8]   7توسط کواسیم و نوریین  6و عدد پرانتل  5، عدد هارتمن 4عدد دبوراه

اسکن و بلازیوس - اثر ترموفیزیک و حرکت براوانی جریان سیال رادیواکتیو کاسن بر روی گوشه با استفاده از مدل فالکنر

  9[10] اسکن در مقایسه با مدل بلازیوس بیشتر بوده است. عالم و همکاران  - دریافتند که نرخ انتقال حرارت در مدل فالکنر 

مرزی مغناطیسی با انتقال حرارت نانوسیال بر روی گوشه متخلخل نشان دادند که با افزایش عدد   ی ا بررسی عددی لایه ب 

 پرانتل، پارامتر تخلخل، پارامتر ناپایداری، پارامتر گرادیان فشار و پارامتر مغناطیسی مقدار سرعت نیز افزایش یافت.

پاره  غیرخطی  معادلات  لایه حل  جریان  بر  حاکم  زمان   ی ای  بسیار  گوه  روی  میمرزی  پیچیده  و  که بر  باشد 

مرزی، معادلات حاکم را به معادلات غیرخطی ساده درجه سوم   ی اسکن با استفاده از حل تشابهی و فرضیات لایه _ فالکنر 

توان مانند محققان زیادی که برای آنالیز طیف وسیعی از مسائل مهندسی از تبدیل نمودند، برای حل این معادلات می 

 باشند استفاده نمودخطی می هایی مناسب برای حل معادلات غیر و روش عددی، که روش نیمه تحلیلی تلفیقی    روش 

 [11 -15 ] . 

 
1 Shooting Method  
2 Yacob 
3 Viscoelastic 
4 Deborah Number 
5 Hartmann Number 
6 Prandtl Number 
7 Qasim & Noreen 
8 Raju & Sandeep 
9 Alam 
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غیرخطی   ی صورت معادلات ساده   ای غیرخطی با استفاده از حل تشابهی به پژوهش ابتدا معادلات حاکم پاره این  در  

انرژی برحسب توان  ی برای معادله  آید. این شکل از رابطه روی سطح شیبدار با شرایط دمای سطح متغییر به دست می 

تا  به   کنوندمای متغییر دیواره  نشده است. همچنین  ارائه  دلیل وجود شرط مرزی در هیچ یک از منابع منتشر شده 

معادلات اشاره شده، از روش نیمه تحلیلی تلفیقی با استفاده از یک تغییر متغییر نوآورانه استفاده شده نهایت برای حل  بی 

کارگرفته نشده است. در نتیجه در این پژوهش به بررسی اثر تغییرات در مطالعات گذشته به  کنون است که این روش تا 

 .شود دمای سطح بر توزیع دمای سیال و انتقال حرارت با استفاده روش نیمه تحلیلی تلفیقی اصلاح شده پرداخته می 

 ه بیان مسأل 

جهت جریان   xدهد که در آن  ( سیال ویسکوز و تراکم ناپذیر را که روی یک لبه جریان دارد، نشان می 1)   در شکل 

1 متغییر و برابر . دمای دیوار  جهت عمود بر آن است   yروی گوشه و 

n

wT T x=   nضریب ثابت و   که در آن +

از دمای جریان آزاد    توان متغییر دما بوده و 
1T  علاوه سرعت بالادست  یکنواخت فرض شده و با  است. به   بیشتر

1U   نشان

 باشد. نظر کردن می شود. همچنین، اتلاف ویسکوز ناچیز بوده و قابل صرفداده می 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 .. شماتیکی از هندسه مسأله1شکل  

 معادلت حاکم 
ناپذیر، دوبعدی برای جریان آرام پیوستتگی، ممنتوم و انرژی با فرض اینکه ستیال نیوتنی، تراکم   لایه مرزی  معادلات 

 : [ 16] در جهت جریان به ترتیب خواهد شد 

 (1 ) 
𝜕𝑢(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦
= 0 

 (2 ) 𝑢(𝑥,𝑦)
𝜕𝑢(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥
+ 𝑣(𝑥,𝑦)

𝜕𝑣(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦
= −

1

𝜌

𝜕𝑃

𝜕𝑥
+ 𝜐

𝜕2𝑢(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦2
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 (3 ) 𝑢(𝑥,𝑦)
𝜕𝑇

𝜕𝑥
+ 𝑣(𝑥,𝑦)

𝜕𝑇

𝜕𝑦
= 𝛼

𝜕2𝑇

𝜕𝑦2
 

 

به عنوان ویسکوزیته سینماتیک   جریان سیال،    yو    xبه عنوان اجزای سرعت در جهت    vو    uکه در آن  

باشند. شرایط مرزی نیز مرزی می  یدمای سیال در داخل لایه  Tدیفیوژن حرارتی سیال وبه عنوان ضریب سیال،

 خواهند شد: 

 (4 )  𝑦 = 0 → 𝑢 = 𝑣 = 0  𝑎𝑛𝑑   𝑇 = 𝑇𝑤 

 (5 )  𝑦 → ∞ → 𝑢 = 𝑈(𝑥)  𝑎𝑛𝑑   𝑇 = 𝑇1  

 (6 )  𝑥 = 0 → 𝑢 = 𝑈(𝑥)  𝑎𝑛𝑑   𝑇 = 𝑇1  

 
که 

1U   مرزی که تابعی از  ی لایه  ی به عنوان سرعت مرجع در لبهx   باشد و می
1T   .دمای جریان آزاد است  

 حل تشابهی 
پاره  حاکم  معادلات  تشابهی  حل  از  استفاده  لایه با  می   ی ای  تبدیل  ساده  معادلات  به  با مرزی  بنابراین  شوند 

 توان نوشت: گیری از معادله پیوستگی می انتگرال 

 (7 ) 
𝜕𝑢(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦
= 0

  
→  𝑣(𝑥,𝑦) = −

𝜕

𝜕𝑥
∫ 𝑢(𝑥,𝑦)

𝑦

0

𝑑𝑦 

 

مرزی به صورت   ی مرزی رابطه آن با سرعت خارج از لایه   ی ، سرعت داخل لایه [ 16] با استفاده از فرض بلازیوس  

 شود: تقریب زده می   yبرحسب   خطی و همچنین تغیرات 

 (8 ) 𝑢(𝑥,𝑦) = 𝑈(𝑥)𝑓(𝜂)
′  

 (9 ) 𝜂 = 𝑦𝑔(𝑥) 

 

بنابراین 
( x )d g dy  نوشت:   توان می   yو   xخواهد شد که با مشتق گرفتن نسبت به   =

 (10 ) 𝜕𝜂

𝜕𝑥
= 𝑦𝑔(𝑥)

′  

 (11 ) 
𝜕𝜂

𝜕𝑦
= 𝑔(𝑥) 

)حال سرعت  x,y )v   گردد: صورت زیر محاسبه می   (، به 7)  ی با توجه به رابطه 
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 (12 ) 
𝑣(𝑥,𝑦) = −

𝜕

𝜕𝑥
(∫ 𝑢(𝑥,𝑦)𝑑𝑦

𝑦

0

) = −
𝜕

𝜕𝑥
(∫ 𝑈(𝑥)𝑓(𝜂)

′ 𝑑𝑦
𝑦

0

) = −
𝜕

𝜕𝑥
(
𝑈(𝑥)𝑓(𝜂)

𝑔(𝑥)
) 

= −
𝑓(𝜂)

𝑔(𝑥)
𝑈(𝑥)

′ −
𝑈(𝑥)

𝑔(𝑥)
𝑦𝑔(𝑥)

′ 𝑓(𝜂)
′ +𝑈(𝑥)𝑓(𝜂)

𝑔(𝑥)
′

𝑔(𝑥)
2  

 
mصورت جریان آزاد مرزی را به  ی جریان خارج از لایه 

( x )U k x=   کهabyx  بنابراین:  [ 16] شود  تعریف می   =

 (13 ) 
𝑈(𝑥)

′ = 𝑘𝑚𝑥𝑚−1 

aهمچنین با انتخاب  

( x )g b x=   1که

2

m
a

−
2و   = 1

2

k( m )
b



+
 توان نوشت: می    =

 (14 ) 𝑔(𝑥)
′ = 𝑏𝑎𝑥𝑎−1 = 𝑏

𝑚 − 1

2
𝑥
𝑚−3
2  

 

 توان نوشت: می   ( 11) و    ( 10) با جایگذاری در روابط  

 

 (15 ) 
𝜕𝜂

𝜕𝑥
= 𝑏𝑦𝑎𝑥𝑎−1 = 𝑏𝑦𝑎𝑥𝑎

1

𝑥
=
𝑎𝜂

𝑥
=
(𝑚 − 1)

2𝑥
𝜂 

 (16 ) 
𝜕𝜂

𝜕𝑦
= 𝑏𝑥𝑎 = 𝑏𝑥

𝑚−1
2  

 (17 ) (
𝜕𝜂

𝜕𝑦
)2 = 𝑏2𝑥2𝑎 = 𝑏2𝑥(𝑚−1) 

 

( و سپس تقسیم بر 12)  ی بنابراین با قرار دادن روابط بالا در رابطه 
( x )U  صورت زیر ساده خواهد شد:  به 

 (18 ) 
𝑣(𝑥,𝑦)

𝑈(𝑥)
= −[(

𝑚 − 1

2
)𝜂𝑓(𝜂)

′ + (
𝑚 + 1

2
)𝑓(𝜂)]

1

𝑏𝑥
𝑚+1
2

 

 

Prبعد پرانتل ( با تعریف عدد بی 3) انرژی   ی در معادله 



 : شود توان می می   =

 (19 ) 𝑢(𝑥,𝑦)
𝜕𝑇

𝜕𝑥
+ 𝑣(𝑥,𝑦)

𝜕𝑇

𝜕𝑦
=

𝜈

𝑃𝑟
𝜕2𝑇
𝜕𝑦2

 

 

با توجه به اینکه دمای دیواره متغییر به صتورت  
1

n

wT T x= شتود  به صتورت زیر تعریف می   ، دمای بی بعد +

 [17 ] : 

 (20 ) 𝜃 =
𝑇𝑤 − 𝑇

𝑇𝑤 − 𝑇1
= 1 −

𝑇 − 𝑇1
𝑇𝑤 − 𝑇1

→ 𝑇 = 𝑇1 + (1 − 𝜃)(𝑇𝑤 − 𝑇1) 
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و با تقسیم   ( 19)   ی ( در رابطه 20)  ی رابطه  با جایگذاری 
( x )U   توان نوشت:  می 

 (21 ) 

𝑢(𝑥,𝑦)

𝑈(𝑥)

𝜕[(1 − 𝜃)(𝑇𝑤 − 𝑇1)]

𝜕𝑥
+
𝑣(𝑥,𝑦)

𝑈(𝑥)

𝜕[(1 − 𝜃)(𝑇𝑤 − 𝑇1)]

𝜕𝑦
= 

𝜈

𝑃𝑟 𝑈(𝑥)

𝜕2[(1 − 𝜃)(𝑇𝑤 − 𝑇1)]

𝜕𝑦2
 

 بالا خواهد شد:   ی ( رابطه 18(، ) 8با توجه به روابط ) 

 (22 ) 

𝑓(𝜂)
′
𝜕(𝜆 𝑥𝑛 −𝜆𝑥𝑛 𝜃)

𝜕𝑥
− [(

𝑚 − 1

2
)𝜂𝑓(𝜂)

′ + (
𝑚 + 1

2
)𝑓(𝜂)]

1

𝑏𝑥
𝑚+1
2

𝜕(𝜆 𝑥𝑛−𝜆𝑥𝑛 𝜃)

𝜕𝑦
 

=
𝜈

𝑃𝑟𝑈(𝑥)

𝜕2(𝜆 𝑥𝑛 −𝜆𝑥𝑛 𝜃)

𝜕𝑦2
 

 

 شود: زیر تبدیل می  ی به رابطه   بالا بعد از تقسیم    ی ای رابطه زنجیره   ی با استفاده از قاعده 

 (23 ) 

𝑛𝑓(𝜂)
′ 𝑥𝑛−1−𝑛𝑓(𝜂)

′ 𝑥𝑛−1 𝜃 − 𝑓(𝜂)
′ 𝑥𝑛

𝜕𝜃

𝜕𝜂

𝜕𝜂

𝜕𝑥
+ [(

𝑚 − 1

2
)𝜂𝑓(𝜂)

′ + (
𝑚 + 1

2
)𝑓(𝜂)] × 

[𝑥𝑛
𝜕𝜃

𝜕𝜂

𝜕𝜂

𝜕𝑦
]

1

𝑏𝑥
𝑚+1
2

=
𝜈

𝑃𝑟 𝑈(𝑥)
[−𝑥𝑛

𝜕2𝜃

𝜕𝜂2
(
𝜕𝜂

𝜕𝑦
)2] 

 

 شود: بالا به صورت زیر ساده می   ی ( رابطه 17- 15با در نظر گرفتن روابط ) 

 (24 ) 

𝑛𝑓(𝜂)
′ 𝑥𝑛−1( 1 − 𝜃) − 𝑓(𝜂)

′ 𝑥𝑛
𝜕𝜃

𝜕𝜂

(𝑚 − 1)

2𝑥
𝜂 + [(

𝑚 − 1

2
)𝜂𝑓(𝜂)

′ + (
𝑚 + 1

2
)𝑓(𝜂)] × 

𝑥𝑛
𝜕𝜃
𝜕𝜂
𝑏𝑥

𝑚−1
2

𝑏𝑥
𝑚+1
2

= −𝑥𝑛
𝜈

𝑃𝑟𝑈(𝑥)

𝜕2𝜃

𝜕𝜂2
𝑏2𝑥(𝑚−1) 

)، bبا استفاده از تعاریف   x )U   و






 =


1nxبالا، بعد از تقسیم   ی در رابطه     خواهد شد:    −

 (25 ) 𝑛𝑓(𝜂)
′ (1 − 𝜃) −

𝑚 − 1

2
𝜂𝑓(𝜂)

′ 𝜃 ′ + (
𝑚 − 1

2
)𝜂𝑓(𝜂)

′ 𝜃 ′ + (
𝑚 + 1

2
)𝑓(𝜂)𝜃

′ = −
𝑚 + 1

2𝑃𝑟″
 

 

با تعریف  
2

1

m

m
 =

+
که   

2

   گوشته استت و در صتورت صتفر شتدن  ی بیانگر زاویه  تبدیل به   ی شتکل گوشته

 توان نوشت: بالا را می  ی شود رابطه صفحه تخت می 

 (26 ) 𝜃″ + 𝑃𝑟 𝑓(𝜂) 𝜃
′ + 𝑛𝛽 𝑃𝑟 𝑓(𝜂)

′ (1 − 𝜃) = 0 
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 :[ 16] بعد برابر است با صورت بی ممنتوم برای یک گوشه به   ی همچنین معادله 

 (27 ) 𝑓‴(𝜂) + 𝑓(𝜂)𝑓″(𝜂) + 𝛽(1 − 𝑓′2(𝜂)) = 0 

 شرایط مرزی

بعد به صتورت زیر بعد و دما بی با توجه به هندسته مستهله و فرضتیاتی که پیشتتر بیان شتد، شترایط مرزی سترعت بی 

 شوند: تعریف می 

 (28 ) 𝜂 = 0 → 𝑓(𝜂) = 𝑓′(𝜂) = 0, 𝜃 = 0 

 (29 ) 𝜂 → ∞ → 𝑓′(𝜂) = 1, 𝜃 = 1 

 حل مسأله

استتفاده شتده استت.  [ 18] کوتا مرتبه چهارم - برای حل مستهله، از دو روش نیمه تحلیلی تلفیقی و روش عددی رانچ 

  ی نهایت به شترط مرزی با دامنه کارگیری از یک تغییر متغییر، شترط بی نهایت، با به همچنین، با وجود شترط مرزی بی 

 آوری در روش حل است.   شود که یک نو محدود تبدیل می 

 روش تلفیقی 

مختلف  موقعیت   n،  باشد نامشخص  ضریب   nشامل    تابع جواب  اگر در آن استت که   تحلیلی   روش روش تلفیقی، یک  

 یمعادله   nمجهول و    n  بنابراین .  شتتود گرفته می   در نظر صتتفر    باقیمانده ، تابع  ها موقعیت  این و در    خواهد شتتد انتخاب 

در   جواب، تابع  ی این ضترایب در معادله  جایگذاری شتود. با ، ضترایب محاستبه می آنها ، که با حل  خواهیم داشتت  جبری 

 مسهله خواهیم رسید. به جواب    حقیقت 

بعد در  عنوان تابع سترعت بی کند به می   ء در روش نیمه تحلیلی تلفیقی، از یک تابع تقریبی که شترایط مرزی را ارضتا 

( قرار داده شتود نتیجه صتفر شتود. اما با توجه به شترط مرزی بی 27)  ی ای که اگر در رابطه شتود به گونه نظر گرفته می 

z=نهایت، با استتتفاده از تغییر متغییر  
L


توان تواند باشتتد، شتترایط مرزی را می یک مقدار متناهی می  Lکه در آن    

=متناهی نمود. بنابراین تابع 
f ( )

( z )
L


   ( خواهد شد: 27)  ی جهت تبدیل تعریف شده و رابطه 

 (30 ) 𝜉‴(𝑧) + 𝐿2𝜉(𝑧)𝜉″(𝑧) + 𝛽𝐿2(1 − 𝜉′(𝑧)) = 0 

 و شرایط مرزی تبدیل خواهد شد به: 

 (31 ) 
𝜂 = 0 → 𝑧 = 0 ⇒ 𝜉(𝑧) = 0, 𝜉′(𝑧) = 0 

 (32 ) 
𝜂 = 𝐿 → 𝑧 = 1 ⇒ 𝜉′(𝑧) = 1 

 

)ای چند جمله  که  z )   شود: به صورت زیر فرض می 
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 (33 ) 𝜉(𝑧) = 𝑐13𝑧
^13+ c12𝑧

12+...+𝑐1𝑧 + 𝑐0 

 

 یکند حال برای نمونه رابطه ( را نیز ارضتا می 31داشتته که شترط مرزی )    cثابت   14که چند جمله ای بالا دارای  

 شود:   می   ( جایگذاری 30مقداری محدود در رابطه )    Lبرابر یک و   ( برای 33) 

 (34 ) 
𝜉(𝑧) = −325𝑐13

2 𝑧24 − 600𝑐13𝑧
23 − 500𝑐11𝑐13𝑧

22+. . . +50𝑐0𝑐2 − 25𝑐1
2+6𝑐3 = 0 

 

شتوند که با استتفاده از شترایط مرزی  باشتند را با تشتکیل دستتگاه محاستبه که مجهول می  cثابت    14باید   بنابراین 
 آید: ( سه رابطه زیر بدست می 32( و ) 31) 

 (35 ) 
𝜉(0) = +6 + 50𝑐3+50𝑐0𝑐2-25c1

2 = 0 

 (36 ) 
𝜉′(0) = 24𝑐4 − 50𝑐1𝑐2+150c0𝑐3 = 0 

 (37 ) 𝜉′(1) = 150𝑐0𝑐3-50𝑐1𝑐2+. . .−13800𝑐12𝑐13 + 600𝑐5𝑐9 = 1 

 

0دیگر، با توجه به مقدار در محدوده    ی معادله   11برای  1Z     استتت فاصتتله صتتفر تا یک را به یازده قستتمت

 شود تا یازده معادله زیر حاصل شود: ( قرار داده می 34)  ی تقسیم و در رابطه 

 (1-38 ) 10 8 24 2

4 9 0 12 13

1
4 03 10 5 32 10 4 08 10 0

12
R( ) 25 . c c . c c ... . c− − −= +  +  + −  = 

 (2-38 ) 7 5 17 2

4 9 0 12 13

2
8 26 10 5 45 10 6 85 10 0

12
R( ) 25 . c c . c c ... . c− − −= +  +  + −  = 

 . 

 . 

 . 

 . 

 . 

 . 

  (11-38 ) 2

4 9 0 12 13

11
115 25 1382 38 40 26 0

12
R( ) 25 . c c . c c ... . c= + + + − = 

 

 آید. به دست می  cبا تشکیل دستگاه معادلات و حل آن، مقادیر  

 (39 ) 
0 1 2 3 4 5

6 7 8 9 10

11 12 13

0 0 3 0813 4 1636 0 0370 8 2137

12 3567 12 4872 20 0215 34 9340 39 4887

26 3951 9 6978 1 5244

= = = = − = − =

= − = = − = = −

= = − =

c , c , c . , c . , c . , c . ,

c . , c . , c . ,c . , c . ,

c . , c . , c . .

 

 



 31-51، 3شماره  (،1401) 19کارافن،  یفصلنامه علم                                     ...گوشه کی  یرو یحرارت  یمرز یه یل  انی جر یبررس 

43 

zبه دستتتت آمده و با توجه به   (z)ای ( چند جمله 34آمده در رابطه ) ثوابت به دستتتت   با جایگذاری 
L


و   =

f ( )
( z )

L


 fتابع   = ( ) :خواهد شد 

 (40 ) 9 13 7 12 3 21 986114 0 166547f ( ) 1.248859 10 . 10 ... . 0.616263    − −=  −  + − + 

 

)بعد به طریق مشابهه برای تا توزیع دمای بی  )    :خواهد شد 

 (41 ) 8 14 7 13 30 004519 0 812118( ) 1.451917 10 +5.450838 10 ... . .    − −= −   + − +  

 روش عددی 

های روش  ( را حل و ستپس با پاستخ 27( و ) 26کوتا درجه چهارم روابط ) - جهت اعتبار ستنجی، از روش عددی رانچ 
 شود.  تلفیقی مقایسه می 

هستند.    ی و ضمن   ح ی صر  ی تکرار شدن   ی ها از روش  ی ا کوتا خانواده   ج ران   ی ها روش   ی عدد   ز ی آنال   ا ی   ی در محاسبات عدد 

روش   ن ی در ا   . رند ی گ ی مورد استتتفاده قرار م  ی معمول  ل ی فرانستت ی معادلات د  ی ها راه حل  ن ی تخم  ی کوتا برا   ج ران   ی ها روش 

 وجود دارند:   ر ی ز   ی ها ی ورود 

 . کند ی م   ف ی تعر   yو   xرا به شکل    dy/dxکه مقدار   ی معمول   ل ی فرانس ی معادلات د   ک ی  - 

 (.  y( 0)  ی عن ی )  y  ه ی مقدار اول  - 

 وجود دارد:  ر ی معادله ز  ب، ی ترت   ن ی بد 

   (42 )     𝑑𝑥

𝑑𝑦
= 𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑦(0) = 𝑦0 

داده    x ک ی  ی برا  y  ی ب ی کوتا مقدار تقر   ج را به دستتت آورد. روش ران   xدر نقطه   yمقدار تابع ناشتتناخته   د ی با   اکنون، 

 یکوتا مرتبه   ج با استتتفاده از روش ران   توان ی اول را م  ی مرتبه  ی معمول  ل ی فرانستت ی . تنها، معادلات د کند ی م   دا ی شتتده را پ 

. مقدار  د ی آ ی به دست م   ny  ن ی ش ی از مقدار پ   n+1y ی مقدار بعد  محاسبه  ی فرمول مورد استفاده برا  ر، ی چهارم حل کرد. در ز 

n   نجا، ی برابر است. در ا h    طول هر گام و+ h 0= x n+1x   است.   شتر ی صحت ب  ی است. طول گام کمتر به معنا 

  (43 ) 

𝑘1 = ℎ𝑓(𝑥𝑛 , 𝑦𝑛) 

𝑘2 = ℎ𝑓(𝑥𝑛 +
ℎ

2
, 𝑦𝑛 +

𝑘1
2
) 

𝑘3 = ℎ𝑓(𝑥𝑛 +
ℎ

2
, 𝑦𝑛 +

𝑘2
2
) 

𝑘3 = ℎ𝑓(𝑥𝑛 +
ℎ

2
, 𝑦𝑛 + 𝑘3) 

𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + 𝑘1/6+ 𝑘2/3+ 𝑘3/3+ 𝑘4/6 + 𝑂(ℎ
5) 

 

 . کند ی محاسبه م  ش ی چهار افزا   ن ی انگ ی همراه با م   ، ی کنون   nyرا با استفاده از    n+1y  ی بالا مقدار بعد  فرمول 

 : توان نوشت ( را به شکل زیر  می 27برای حل به روش عددی معادله ) 



 مرتضی مقیمی  دیس                                                                   31-51، 3(، شماره 1140) 91فصلنامه علمی کارافن، 

44 

 (44 ) 𝑓‴(𝜂) = −𝑓(𝜂)𝑓″(𝜂) − 𝛽(1 − 𝑓′2(𝜂)) 

 

 توان از روابط زیر استفاده نمود: بالا، می  ی حال جهت حل رابطه 

 (45 ) 𝑓 ′(𝜂) = 𝐺(𝜂), 𝑓(0) = 0 

 (46 ) 𝐺 ′(𝜂) = 𝐻(𝜂), 𝐺(0) = 0 

 (47 ) 𝐻′(𝜂) = −𝑓(𝜂)𝐺 ′(𝜂) − 𝛽(1 − 𝐺2(𝜂)),𝐻(0) =? 

 

0fبرای حتل دستتتتگتاه معتادلات بتالا مقتادیر  ( )  ،0G( )0Hو   ( مجهول بودن  بتاشتتتد کته بتا توجته بته نیتاز می  (

0H( دستتگاه معادلات   توان به دستت آورد، درنتیجه ای که شترایط مرزی را ارضتا کند می ، به روش شتوتینگ به گونه (

 کوتا حل نمود. - توان به روش رانچ ( را می 44-47) 

 اعتبارسنجی 

کوتا مقایسه  - نتایج حاصل از روش عددی روش رانچ را با   تلفیقی   ها، نتایج حاصل از روش برای درستی و دقت پاسخ 

nو  Pr ،mتلفیقی را با نتایج حاصل از روش عددی به ازای    ( نتایج حاصل از روش 2( و شکل ) 1شود که جدول ) می 

 باشند. ها می مقایسه آورده شده است که نشان دهنده دقت عالی پاسخ برای    به ترتیب برابر یک، یک و صفر 

های مختلف را   بعد به ازای  برای سترعت بی  [ 16] تلفیقی با مرجع   ( نتایج حاصتل از روش 2)  همچنین در شتکل 
 ها کاملا همپوشانی دارند. دهد که منحنی نشان می 

1Pr. مقایسه نتایج توزیع سرعت و دمای بی بعد برای 1جدول   =  ،1 =  ،0n = . 

 ( )   f ( )   

Error  % Num. C.M . Error  % Num. C.M .  

0 0.0000 0.0000 0 0.0000 0.0000 0.0 
0 0.3134 0.3134 0 0.4145 0.41445 0  .6 

0.017 0.5740 0.5739 0 0.6859 0.6859 1.0 
0.011 0.8805 0.8804 0 0.9323 0.9323 1.8 
0.010 0.9789 0.9788 0 0.9905 0.9905 2  .6 
0.020 0.9927 0.9925 0 0.9970 0.9970 3.0 
0.020 0.9978 0.9976 0.01 0.9992 0.9991 3  .4 
0.020 0.9994 0.9992 0.01 0.9998 0.9997 3.8 
0.020 0.9999 0.9997 0 1.000 1.0000 4  .2 
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 ( )   f ( )   

Error  % Num. C.M . Error  % Num. C.M .  

0 1.0000 1.0000 0 1.000 1.0000 4  .6 
0 1.0000 1.0000 0 1.000 1.0000 4.8 
0 1.0000 1.0000 0 1.000 1.0000 5.0 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 .[16] . مقایسه سرعت بی بعد نتایج تحقیق حاضر با مرجع  2شکل  

 بررسی نتایج 
با افزایش زاویه،   دهند. می های مختلف را نشان    nبرای    بر دمای بی بعد    گوشه    ی ( اثر زاویه 3های ) در شکل 

مرزی حرارتی    ی رسد که نازک شدن ضخامت لایه تر به دمای آزاد می نزدیک  ی دما در راستای عمود بر دیوار، در فاصله 

مرزی هیدرودینامیکی اتفاق    ی جدایش لایه   ی در نقطه   - 0/ 198838برابر  دهد. بیشترین ضخامت برای را نشان می 

mشود. با توجه به روابط  توان دمای متغییر دیواره نیز مشاهده می  n. این روند با افزایش  [ 16] افتد می 

( x )U k x=   و

2

1

m

m
 =

+
 xهمراه است یعنی سرعت جریان آزاد با شیب بیشتری در راستای  mهمراه با افزایش  با افزایش  

شود، یابد. از طرفی افزایش سرعت عامل افزایش انتقال حرارت جابجایی است در نتیجه عدد ناسلت بیشتر می افزایش می 

رسد و این مرزی با سرعت بیشتری کاهش یافته و از دمای دیواره به دمای جریان آزاد می   ی همچنین دما در عرض لایه 

 به مفهوم کوچک شدن ضخامت لایه مرزی است.
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0 الف:  5n 1n  ب:  =. = 

 

 

 

 

 

 

 

1 ج:  5n .= 

 .های متفاوت   nبرای  بعد بر دمای بی   گوشه  ی . اثر زاویه 3شکل  

 
اثر توان دمای متغییر دیواره  4های ) شکل   )n   بعد  بر روی دمای بی    1به ازایPr با زوایای    = برای گوشه 

مرزی حرارتی نازکتر   ی ضخامت لایه   nمثبت با افزایش    دهد. در جریان بر روی گوشه با  را نشان می   مختلف با  

د( بیانگر آن است که - 4ج( و ) - 4های ) رسد و شکلدما به دمای جریان آزاد می   ی کمتر از دیواره   ی شده و در فاصله 

-4الف( و ) - 4های ) آید. اما در شکل هنگامی که دمای دیواره ثابت است، بیشترین ضخامت لایه مرزی حرارتی بوجود می 

باز شونده  ب  یابد و مرزی حرارتی افزایش می   یضخامت لایه   nبا افزایش    ( منفی   )( برای جریان بر روی گوشه 

 افتد. دیواره ثابت است اتفاق می برابر صفر، هنگامی که دمای    nمرزی برای  ی کمترین ضخامت لایه 
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0 1. = −   ب:  

 

 

 

 

 

 

 

0  ج:  3. 1د:  = = 

1Prبرای     بعد بر دمای بی   nاثر توان دمای متغییر دیوار   . 4شکل       های متفاوت   و    =

 

دهد. با افزایش  را نشان می   های مختلف گوشه  به ازای زاویه   بعد  بر دمای بی   Pr( اثر عدد پرانتل 5شکل ) 
یابد. این رفتار برای تمام زوایای جریان روی مرزی حرارتی افزایش یافته و ضخامت آن کاهش می   ی پرانتل، رشد لایه 

 گوشه و گوشه باز شونده قابل مشاهده است.  

( برای جریان بر 6، در شکل ) [ 17] بعد با عدد ناسلت نسبت مستقیم دارد با توجه به این که مشتق نرمال دمای بی 

مقدار   یکسان، با افزایش زاویه گوشه nعدد ناسلت روند صعودی داشته و برای  nبا افزایش  مثبت  با  روی گوشه 

، عدد ناسلت روند نزولی داشته n( با افزایش  منفی   باز شونده )یابد. اما در جریان بر روی گوشه  ناسلت نیز افزایش می 

به منزله   nافزایش پارامتر  .یکسان، با افزایش قدرمطلق زاویه گوشه بازشونده، عدد ناسلت کمتر خواهد شد   nو برای 

یابد که با افزایش انتقال حرارت، عدد ناسلت افزایش شیب دما در راستای جریان و در نتیجه، انتقال حرارت افزایش می 

در جهت افزایش  mو   nمثبت ازدیاد هر دو پارامتر   یابد. درباشد، افزایش می بعد می که معرف انتقال حرارت بی 

به منزله کاهش سرعت در راستای جریان است که سبب mمنفی با افزایش پارامتر کنند. درعدد ناسلت عمل می 

دهد  یابد. همچنین، نتایج به دست آمده نشان می شود در نتیجه عدد ناسلت کاهش می کاهش انتقال حرارت جابجایی می 

0 198838. = −  الف:   
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غلبه دارد و در nبر عامل افزایش عدد ناسلت در اثر افزایش  mمنفی عامل کاهش عدد ناسلت ناشی از افزایش   در 

 یابد.            ناسلت کاهش می مجموع عدد  
 
 

 

 

 

 

 

 
 

0 الف:  198838. = 0ب:   − 1. = − 

 

 

 

 

 

 

 

0  ج:  3. 1د:  = = 

1nبرای    بعد بر دمای بی   Prاثر عدد پرانتل    . 5شکل       . های متفاوت  و   =
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1Prبر مشتق دمای بی بعد روی دیواره برای    nاثر توان دمای متغییر دیواره    . 6شکل    های متفاوت   و    =

 گیری نتیجه 
بعد جریان آرام بر روی گوشتته و  توزیع دمای بی  تلفیقی اصتتلاح شتتده   کارگیری روش نیمه تحلیلی با به  در این تحقیق 

با استتفاده از حل تشتابهی مورد بررستی   nگوشته بازشتونده با حذف ترم اتلاف ویستکوز برای دمای دیواره متغییر به توان 

 : شود ی م قرار گرفت که در ادامه نتایج حاصله برای ادامه روند تحقیق ارائه 

توان دمای   nشود که این روند برای تر می مرزی حرارتی نازک ی  ضخامت لایه    گوشه  ی با افزایش زاویه  -1

 متغییر دیواره متفاوت نیز صادق است. 

 یتر شده و در فاصلهضخامت لایه مرزی حرارتی نازک  nمثبت با افزایش   در جریان بر روی گوشه با   -2

منفی(    رسد اما در جریان بر روی گوشه باز شونده )دمای سیال به دمای جریان آزاد می   ی کمتر از دیواره 

 یابد. مرزی حرارتی افزایش می   یضخامت لایه   nبا افزایش 

مرزی حرارتی افزایش یافته   ی مستقیم دارد، سرعت رشد لایه   یبا افزایش عدد پرانتل که با عدد ناسلت رابطه  -3

یابد. بدین مفهوم که شیب تغییرات دما افزایش یافته و در نتیجه عدد ناسلت نیز و ضخامت آن کاهش می 

منفی(   ) همثبت و گوشه باز شوند  یابد. این رفتار برای تمام زوایای جریان روی گوشه با  افزایش می 

 صادق است. 

صعودی داشته است ، عدد ناسلت روند  nمثبت با افزایش  برای جریان با پرانتل برابر یک بر روی گوشه با   -4

یابد، افزایش می   % 36/ 5برابر یک به میزان    و در   % 17/ 2  به میزان   0/ 3برابر    ای که عدد ناسلت در به گونه 

ای که ، عدد ناسلت روند نزولی دارد به گونه nمنفی( با افزایش اما در جریان بر روی گوشه باز شونده )  

 یابد. کاهش می   % 14/ 5میزان    و در نقطه جدایش به   % 7/ 9به میزان    0/ 1برابر    عدد ناسلت در 
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