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Group 𝐺 is called metacyclic if it contains a normal cyclic subgroup 
𝑁such that the quotient group 𝐺/𝑁  is also cyclic. In this paper, two 
conjectures proposed by Abdollahi et al. (2006) for a family of finite 
non-abelian metacyclic prime power groups 𝐺 were investigated. 
For this purpose, first, the metacyclic 𝑝 −groups were categorized 
into three Types (families) of the non-isomorphic groups. Next, by 
using the size of centralizers and also equality of the conjugacy 
vector type ctv (G) of these groups, the necessary and sufficient 
conditions under which two non-abelian finite metacyclic prime 
power groups have the isomorphic non-commuting graphs were 
determined. The first conjecture of Abdollahi et al. for the three 
families of the classified groups was proven to be true. Likewise, the 
second conjecture held for some restrictions on the parameters of 
group𝐺. Finally, it was demonstrated that there were non-
isomorphic 𝑝 −groups with the same non-commuting graphs. 
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EXTENDED ABSTRACT 

Introduction 
In the recent years, investigating algebraic properties of graphs corresponding to groups 

and rings has become an attractive research. Suppose 𝐺 is a nonabelian group, the non-

commuting graph 𝛤𝐺  of the group 𝐺 is defined as the graph, whose vertex set is  𝐺\𝑍(𝐺) and 
two distinct vertices 𝑥, 𝑦 are connected by an edge if and only if 𝑥𝑦 ≠ 𝑦𝑥. The idea of non-

commutative graphs is derived from the old question of Erdos on the size of  graph clicks, 

which was answered positively by Neumann . Recently, this topic has been studied by many 
researchers. Abdolahi et al. have given the general properties of these graphs and proposed 

the following two conjectures. 

− Conjecture 1: If 𝐻 and 𝐾 are two finite non-abelian groups and 𝛤𝐺 ≃ 𝛤𝐾 , then 

|𝐻| = |𝐾|. 

− Conjecture 2: If 𝐻and 𝐾 are two finite non-abelian groups and 𝐾is simple such 

that 𝛤𝐺 ≃ 𝛤𝐾 , then 𝐻 ≃ 𝐾. 
Although the answer to the above conjectures is generally negative, they are true for 

some classes of groups. In this regard, Abdollahi et al. have given a positive answer to 

Conjecture 1 for various classes of groups. On the other hand, Abdollahi and Shahvardi also 

showed that when𝐻and 𝐾 are two nilpotent groups with non-commutative irregular 
graphs, then conjecture 1 is true. Moreover, Darfesheh proved that if 𝐻or 𝐾 is a non-abelian 

finite simple group, then conjecture 1 holds. Likewise, if 𝐻or𝐾 is a finite non-abelian group 

such that satisfies the Thomson's conjecture, then conjecture 2 is true. Abdollahi and 
Shahvardi also showed that if𝐻or 𝐾 is an alternating group, then Conjecture 2 is true. On the 

other hand, Derfeshe and Yousefzadeh proved that if one of the groups 𝐻or 𝐾 is symmetric, 

then conjecture 2 is true. In addition, Zhang and Shai showed that Conjecture 2 is true when 

it is isomorphic to the simple group𝐿4(9).  Recently, Solomon and Walder proved that if 𝐻or 
𝐾is a finite simple non-abelian group, then both conjectures are true.  

A group is called metacyclic if it contains a normal cyclic subgroup such that the quotient 

group is also cyclic. In this paper, two conjectures proposed by Abdollahi et al. for a family of 
finite non-abelian metacyclic prime power groups were investigated. The metacyclic groups 

were categorized into three types of the non-isomorphic groups. Next, by using the size of 

centralizers and also equality of the conjugacy vector type ctv(G) of these groups, necessary 

and sufficient conditions under which two non-abelian finite metacyclic prime power 
groups have the isomorphic non-commuting graphs were determined. The present research 

proved that the first conjecture of Abdollahi et al. for the three families of the classified 

groups is true. Likewise, the second conjecture held for some restrictions on the parameters 
of the groups. Finally, it was shown that there are non-isomorphic groups with the same no 

commuting graphs. In this paper, two conjectures proposed by Abdollahi et al. for a family 

of finite non-abelian metacyclic prime power groups were investigated. 

Methodology 
A group is called metacyclic if it contains a normal cyclic subgroup such that the quotient 

group is also cyclic. The metacyclic groups were categorized into three types of the non-
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isomorphic groups. Next, by using the size of centralizers and also equality of the conjugacy 

vector type ctv(G) of these groups, the necessary and sufficient conditions under which two 

non-abelian finite metacyclic prime power groups have the isomorphic non-commuting 
graphs were determined. It was also proven that the first conjecture of Abdollahi et al. for 

the three families of the classified groups is true. Likewise, the second conjecture held for 

some restrictions on the parameters of the groups. Finally, it was demonstrated that there 

are non-isomorphic groups with the same non commuting graphs. 
First, a class of finite p-groups which is called metacyclic groups was introduced 

as follows: 

(A) 𝐺 = ⟨𝑎, 𝑏|𝑎𝑝
𝑚
= 1, 𝑏𝑝

𝑛
= 𝑎𝑘 , 𝑏𝑎𝑏−1 = 𝑎𝑟⟩, 

 

where, 𝑝𝑚|𝑟𝑝
𝑛
− 1 ,  𝑝𝑚|𝑘(𝑟 − 1), 0 < 𝑟, k ≤ 𝑝𝑚and  𝑚, 𝑛 ≥ 0. 

Beuerle's classifications were divided into three different classes of finite p-group as 

Types 1,2 and 3 as below.  

 

Type 1.  If 𝛽 ≥ 𝛾 ≥ 1 and 𝑝 is an odd prime or𝛼 − 𝛾 ≥ 2, we have 

𝐺 = 𝐺(𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝜀) ≅ ⟨𝑎, 𝑏: 𝑎𝑝
𝛼
= 1, 𝑏𝑝

𝛽
= 𝑎𝑝

𝛼−𝜀
, 𝑎𝑏 = 𝑎𝑝

𝛼−𝛾−1
⟩, (1) 

 

  for some  𝛼, 𝛽, 𝜀, 𝛾. 
 

Type 2. For 𝛼 ≥ 2 

𝐺 = 𝐺(𝛼, 𝛽, 0, 𝜀) ≅ ⟨𝑎, 𝑏: 𝑎2
𝛼
= 1, 𝑏2

𝛽
= 𝑎2

𝛼−𝜀
, 𝑎𝑏 = 𝑎−1⟩. (2) 

 

Type 3. For𝛾 > 0 and 𝛼 − 𝛾 ≥ 2 

𝐺 = 𝐺(𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝜀) ≅ ⟨𝑎, 𝑏: 𝑎2
𝛼
= 1, 𝑏2

𝛽
= 𝑎2

𝛼−𝜀
, 𝑎𝑏 = 𝑎2

𝛼−𝛾−1
⟩. (3) 

 

These groups were studied by their centralizers. The notation [𝑏, 𝑎] = 𝑏𝑎𝑏−1𝑎−1 =

𝑎𝑏𝑎−1 = 𝑎𝜆−1 is the commutator of elements𝑎and𝑏. The element 𝑎 is conjugate to 𝑏 in 𝐺, if 

there exists an element 𝑔 ∈ 𝐺 such 𝑔−1𝑎𝑔 = 𝑎𝑔 = 𝑏. 

The type of a metacyclic p-group 𝐺is denoted by Type(𝐺) and the notation𝐷(𝛤𝐺) is used 

to show the set of all degrees of vertices of the graph and CTV(G) represents the set of all 

conjugacy class sizes of G. 

Results and discussion 
Necessary and sufficient conditions were given for two prime power metacyclic 

groups to have isomorphic non- commuting graphs. It was proven that if 𝐻and 𝐾 are  two 
groups with the same orders and 𝛤𝐻 ≅ 𝛤𝐾, then ctv(𝐻) = ctv(𝐾). It was supposed that   

𝐻 = 𝐻(𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝜀) is a non-abelian metacyclic p-group and 𝐾 = 𝐾(𝛼′, 𝛽′ , 𝛾′, 𝜀′) is a non-

abelian metacyclic q-group. Thus, if  |𝑍(𝐻)| = |𝑍(𝐾)|and |𝐻| = |𝐾|, then 𝛤𝐻 ≅ 𝛤𝐾. The 
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main result showed the investigation of the necessary and sufficient conditions under 

which two non-abelian metacyclic p-groups have isomorphic non-commuting graphs.  

This result is stated below: 
For to non-commuting graphs 𝛤𝐻  and 𝛤𝐾 we have  𝛤𝐻 ≅ 𝛤𝐾if and only if one of the 

following holds: 

(1) if Type(𝐻) = Type(𝐾) = 1, then 𝛼 + 𝛽 = 𝛼′ + 𝛽′  and 𝛾 = 𝛾 ′ . 
(2)  if Type(𝐻) = Type(𝐾) = 2, then 𝛼 = 𝛼′ and𝛽 = 𝛽′. 

(3) if Type(𝐻) = Type(𝐾) = 3, then 𝛼 = 𝛼′ ,𝛽 = 𝛽′  and 𝛾 = 𝛾′. 
(4) if Type(𝐻) = 1 and Type(𝐾) = 2, then 𝛾 = 1 , 𝛼′ = 2 and 𝛽′ = 𝛼 + 𝛽 − 2. 

(5) if Type(𝐻) = 2 and Type(𝐾) = 3, then 𝛼 = 𝛼′ ≥ 3, 𝛽 = 𝛽′  and 𝛾 ′ = 1. 

Conclusion 
It was proved that if the non -commuting graph  𝛤𝐻  of the on-abelian metacyclic p-group 

H and the non-commuting graph 𝛤𝐾  of the on-abelian metacyclic q-group K are isomorphic, 

then H and K have the same orders and centers. It was also proved that the conjecture 1 

proposed by Abdollahi et al. holds for two prime power metacyclic groups.  It stated the 

necessary and sufficient conditions under which two non-abelian metacyclic p-groups have 

isomorphic non-commuting graphs. In addition, it was shown that there are non-
isomorphic metacyclic p-group groups with isomorphic non- commuting graphs. 
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 چکیده  اطلاعات مقاله 

    ی پژوهشمقاله  مقاله:  نوع

 

است هرگاه شامل یک زیرگروه دوری و نرمالم  گروه به با  𝑁  تادوری  که طوری شد 
شده توسط  مطرح نیز دوری باشد. در این مقاله، دو حدس    𝐺/𝑁  قسمتیگروه خارج  

 آبلی متادوریهای متناهی و ناای از گروهرا برای خانواده (  2006)   و همکاران  عبدالهی

𝐺  ها را  دهیم . برای این منظور، ابتدا این گروهبا مرتبۀ توان اول موردبررسی قرار می

استفاده از سپس با   کنیم، بندی می های نایکریخت دسته خانواده( از گروهبه سه نوع )
طور خاصیت تساوی بردارهای نوع مزدوج ها و همین اندازه مرکز سازهای این گروه 

های دسته آوریم که تحت آن شرایط، گروهآنها، شرایط لازم و کافی را به دست می 

گراف  دارای  شده  ناجابه بندی  می های  ثابت  انتها،  در  باشند.  یکریخت  کنیم جایی 
عبدالهی و همکاران برای دو گروه متادوری از توان مرتبۀ اول برقرار است.    حدس اول 

هایی روی پارامترهای گروه های رده طور حدس دوم نیز با اعمال محدودیت همین 
شده  می  بندی  نتیجه  پایان  در  است.  با  گروه𝑝−  گیریمدرست  همسان  غیر  های 

 جایی یکریخت وجود دارند. های ناجابه گراف 
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 مقدمه
ها به تحقیقات جذاب این حوزه تبدیل ها و حلقه های متناظر با گروههای اخیر، بررسی خواص جبری گراف در سال 
 𝐺جایی  ناجابه   گراف  باشد،  آبلی  نا  گروه  یک    کنیم می  . فرض [ 8] و   [ 7] ،   [ 6] ،  [ 5] ،  [ 4] ،  [ 3] ،   [ 2] ،  [ 1] شده است  

𝑥𝑦اگر   مجاورند  ن آ 𝑦و  𝑥رأس   دو  و  𝐺\𝑍(𝐺)رئوس   مجموعه  با   است  گرافی  شود می  داده  نمایش  𝛤𝐺با   که  ≠ 𝑦𝑥  .
 [9] آن سؤال توسط    که  شده استمطرح   گراف  ی ها خوشه   اندازه  روی   اردوش   قدیمی   سؤال  از   جاییناجابه   هایگراف   ایده 

 عمومی خواص  [ 7] .  است  شدهموردمطالعه قرارگرفته   محققین از  خیلی  توسطاخیراً  موضوع  این. داده شد  مثبت  پاسخ 
   اند. کرده   مطرح   را   زیر   هایحدس   مطالعه و   را ها  گراف   این 
𝛤𝐻 که   باشند متناهی   آبلی  نا   گروه  دو   𝐾و   𝐻 اگر   : 1  حدس  − ≅ 𝛤𝐾 آنگاه ،|𝐻| = |𝐾| . 
𝛤𝐻 که طوری به  باشد  ساده   𝐾و  متناهی   آبلی   نا  گروه  دو   𝐾و   𝐻اگر  : ۲  حدس  − ≅ 𝛤𝐾 ، آنگاه𝐻 ≅ 𝐾 . 

 [7] کنند.  صدق می   ها گروه   از   مختلفی   های رده   برای   اما  منفی است،   کلی   حالت   در   فوق  های جواب حدس   گرچه
  دو  𝐾و  𝐻هرگاه   که  دهند ی م  نشان  [ 10] ین، چن. هم اند داده  ها گروه  از  متنوعی  های رده  برای  1 حدس   به  مثبتی  جواب 
  𝐻  اگر  که  دهد می  نشان   [ 8]  . [ 11] است )  درست  1 باشند، آنگاه حدس   نامنظم   جایی ناجابه   های گراف   با توان پوچ   گروه 

  آبلی   نا   گروه   𝐾یا  𝐻ه  هرگا   طور همین .  است   برقرار   1  حدس   صورت   این   در   باشد،   ساده   و   متناهی   آبلی،نا  گروهی  𝐾 یا 
  ای 𝐻 اگر دادند  نشان   چنین هم  [ 10] . است  درست  2 حدس   آنگاه  کنند، صدق [12]  تامسون  حدس  در  که  باشد  متناهی 

𝐾   هایگروه اگر یکی از    که   کردند   اثبات   [ 13]   طرفی،   از .  است   درست   2  حدس   آنگاه   متناوب باشد،   گروه   یک 𝐻 ا ی   𝐾  
ل  ی  𝐻 کهوقتی   است   درست   چنین هم   2  حدس  که   دادند   نشان   [ 14] طرفی،  از  .  است   درست   2  حدس   آنگاه  باشد،   متقارن 
 𝐾 ساده   گروه   با  𝐿4(9)   اگر  اند کرده   ثابت   [ 15]   اخیراً.  باشد   یکریخت   دیگر   گروه   چند  یا 𝐻 ا ی  𝐾   متناهی  ساده  آبلی   نا   گروه 

 .کنید  مراجعه   [ 17] و   [ 16] ،  [ 7]مطالعات   به  بیشتر نتایج   دیدن  برای . هستند   درست   حدس  دو   هر  آنگاه  باشند، 
. کنیممی  بررسی   اول  توان  مرتبه  از  متادوری  متناهی  های گروه  خانواده  برای  را  شده مطرح  های حدس  مقاله، این  در 
 تا . آوریم به دست می  را  ها گروه  این  به  وابسته  جایی ناجابه  های گراف  بودن   یخت ر یک برای  کافی  و  لازم  شرایط  طور همین 
 . کنیم می   استفاده   است   گرفته صورت   [ 18]   توسط  که   متادوری   های گروه 𝑝− بندی دسته   از   بحث،  انتهای 

 مقدماتی  مفاهیم و نتایج 

 که گروه خارجطوری باشد به   𝑁هرگاه شامل یک زیرگروه نرمال دوری مانند   نامند می   متادوری   را 𝐺 گروه  : 1.۲  تعریف 
 نیز دوری باشد.   𝐺/𝑁  ی قسمت 

,𝑎د  ض کنی ر ف   : ۲.۲  تعریف  𝑏 ∈ 𝐺  باشد. عضو𝑎    ج  مزدو𝑏   د  ست هرگاه عنصری مانن ا 𝑔 گروه   از𝐺   داشته   جود و
𝑔−1𝑎𝑔 که طوری باشد به  = 𝑎𝑔 = 𝑏 . 

 :[ 19]   شود صورت زیر نمایش داده می به  معمولًا  𝐺 دوری گروه متا 𝑝−یک 

𝐺 = ⟨𝑎, 𝑏|𝑎𝑝
𝑚
= 1, 𝑏𝑝

𝑛
= 𝑎𝑘 , 𝑏𝑎𝑏−1 = 𝑎𝑟⟩ 

,𝑚 :که در آن  𝑛 ≥ 0 ،0 < 𝑟, k ≤ 𝑝𝑚 ، 𝑝𝑚|𝑘(𝑟 − .و (1 𝑝𝑚|𝑟𝑝
𝑛
− 1 

 زیر  دسته   سه  به را آنها   که در اینجا   است  داده  انجام   متادوری   متناهی  های گروه 𝑝− همه  از   یبند رده   ( 2005برل )  
 ،واقع   . در دهند پوشش می   بندی شده برل را های رده توان نشان داد این سه حالت همه گروه راحتی می کنیم. به می   تقسیم 

 گیرد به شرطی قرار  زیر  (Type)نوع سه  از  یکی در  تواند ی م برل  بندی دسته  آنگاه  باشد،  متادوری  گروه 𝑝−  یک  𝐺  اگر 
,𝛼در   که  𝛽 ∈ ℕ   و𝜀, 𝛾 ≥  در نظر گرفته شوند.  یح صح   اعداد   0

G
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,𝛼 از   بعضی  برای   : 1  نوع  𝛽, 𝜀, 𝛾   ه به شرطی ک𝛽 ≥ 𝛾 ≥ 𝛼 یا  فرد   اول   عدد   ک ی   𝑝  و   1 − 𝛾 ≥  باشد، داریم: 2
          ( , , , )

             , : ,  ,  ( )b pp p p

G G

a b a b a a a
  − −−

=    

  = = = 
1

1 1
 

𝛼وقتی :  ۲نوع   ≥  ، داریم: 2
       ( , , , )

          , : ,  ,  ( )b

G G

a b a b a a a
  − −

=   

  = = = 12 2 2

0

1 2
 

𝛾وقتی  :  3  نوع  > 𝛼و   0 − 𝛾 ≥  ، داریم: 2
       ( , , , )

          , : ,  ,  . ( )b

G G

a b a b a a a
−  − −

=    

  = = = 2 12 2 21 3
 

 . [ 20]   شوند می   خلاصه   زیر   گزاره   سه   در   که   اند قرارگرفته   مطالعه   و   مورد بررسی   سازهای آنها   مرکز   طریق   از   ها گروه   این 
𝐶𝐺(𝑔)زیرگروه  :3.۲تعریف   = {𝑥 ∈ 𝐺: 𝑥𝑔 = 𝑔𝑥}که در آن ،𝑔 ∈ 𝐺    مرکز سازاست را𝑔   در𝐺   نامند.می 

𝐺کنید  فرض  :1.۲  گزاره  = 𝐺(𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝜀)  در این صورت،  .  باشد   1  نوع  از   گروه  یک|𝐺| = 𝑝𝛼+𝛽  و|𝑍(𝐺)| =

𝑝𝛼+𝛽−2𝛾 چنین اگر . هم𝑔 = 𝑎𝑖𝑏𝑗 ∈ 𝐺  نگاه: آ 

|𝐶𝐺(𝑔)| = 𝑝
𝛼+𝛽−2𝛾+𝑚𝑖𝑛{𝑒𝑝(𝑖)+𝑒𝑝(𝑗)} 

 است.   𝑖رد   𝑝ترین نماینمایش بزرگ   𝑒𝑝(𝑖)که در آن 
𝐺  کنید  فرض :  ۲.۲  گزاره  = 𝐺(𝛼, 𝛽, 0, 𝜀)   در این صورت،    باشد،   2  نوع  از   گروه   یک|𝐺| = 2𝛼+𝛽  و|𝑍(𝐺)| =

2𝛽 طور اگر. همین𝑔 = 𝑎𝑖𝑏𝑗 ∈ 𝐺  نگاه: آ 

|𝐶𝐺(𝑔)| = {

2𝛼+𝛽 ,     𝑎𝑖𝑏𝑗 ∈ 𝑍(𝐺)

2𝛼+𝛽−1,   𝑎𝑖𝑏𝑗 ∉ 𝑍(𝐺), 𝑗 = 2𝑘

2𝛽+1,       𝑎𝑖𝑏𝑗 ∉ 𝑍(𝐺), 𝑗 = 2𝑘 + 1

 

𝑘ن که در آ  ∈ ℤ . 
𝐺اگر  : 3.۲  گزاره = 𝐺(𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝜀)   آنگاه    3  نوع  از   گروه   یک |𝐺|باشد،  = 2𝛼+𝛽   و|𝑍(𝐺)| = 2𝛽−𝛾+1  .

𝑔 طور برای هر عضو همین  = 𝑎𝑖𝑏𝑗 ∈ 𝐺   :داریم 
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|𝐶𝐺(𝑔)| =

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

2𝛼+𝛽−𝛾+𝑒2(𝑖),        𝑗 = 2𝑘, 𝑒2(𝑗) ≥ 𝛾, 𝑒2(𝑖) < 𝛾

2𝛼+𝛽−𝛾+𝑒2(𝑗),       𝑗 = 2𝑘, 𝑒2(𝑖) ≥ 𝛼 − 1 or
                               𝑒2(𝑖) − 𝑒2(𝑗) ≥ 𝛼 − 𝛾 − 1, 𝑒2(𝑖) ≥ 𝛾 

2𝛼+𝛽−𝛾+𝑒2(𝑗)−1,    𝑗 = 2𝑘, 𝑒2(𝑖) ≥  𝛾, 𝑒2(𝑖) < 𝛼 − 1,
                               𝑒2(𝑖) − 𝑒2(𝑗) < 𝛼 − 𝛾 − 1

2𝛼+𝛽−𝛾+𝑒2(𝑗),        𝑗 = 2𝑘, 𝑒2(𝑖) ≤  𝑒2(𝑗),
                               𝑒2(𝑖) − 𝑒2(𝑗) ≥ 𝛼 − 𝛾 − 1 

2𝛼+𝛽−𝛾+𝑒2(𝑗)−1,     𝑗 = 2𝑘, 𝑒2(𝑖) ≤  𝑒2(𝑗) < 𝛾,
                               𝑒2(𝑖) − 𝑒2(𝑗) < 𝛼 − 𝛾 − 1,

2𝛼+𝛽−𝛾+𝑒2(𝑗),          𝑗 = 2𝑘, 𝑒2(𝑖) <  𝑒2(𝑗) < 𝛾

2𝛽+1,                    𝑗 = 2𝑘 + 1,

 

𝑘که در آن  ∈ ℤ . 
 گروه 𝑝−  هر   نوع طور  همین   است.   متادوری   آبلی نا    متناهی   گروه 𝑝−  گروه،  از   منظور  داشت   خواهیم  رو   پیش  آنچه   در   

یک گراف  های رأس  های درجه  همه  مجموعه برای نمایش 𝐷(𝛤𝐺)داده و از نماد  نمایش  Type(𝐺)نماد   با  را  متادوری 
𝛤𝐺   شود می   استفاده . 

 مجموعه  با  است  گرافی   شود، می   داده   نشان   𝛤𝐺 د  نما   با   که  𝐺ه  گرو   یک  جایی ناجابه   گراف:  4.۲  تعریف 
𝑥𝑦ه هرگا مجاورند   𝛤𝐺از     𝑦 و   𝑥ی  مجزا   رأس   دو   و   𝐺\𝑍(𝐺)رئوس ≠ 𝑦𝑥 . 

,گروه  - 2در    : 1.۲  مثال  : ,  ,  bG D a b a b a a
 −

+= =  = = = 2 1
12

2 1 تعداد اعضای گروه برابر است ؛  1

|𝐺|با = 2𝛼+1 است از   چنین مرکز آن عبارت . هم𝑍(𝐺) = ⟨𝑎2
𝛼−1
, 𝑏2⟩    که در آن|𝑍(𝐺)| = های  . تعداد رأس 2

با     𝛤𝐺گراف ناجابجایی   |𝑉(𝛤𝐺)|برابر است  = 2
𝛼+1 − |𝐸(𝛤𝐺)|طور، این گراف دارای  . همین 2 = 2

𝛼(2𝛼+1 −

2𝛼−1 − 𝛼باشد. در حالت خاص یال می   (3 = 𝑍(𝐷8)که در آن   𝐷8گروه متادوری  - 2، گراف ناجابجایی  2 = {𝑒, 𝑎
2}  ،

 یال است.  12رأس و    6دارای 

 اصلی  نتایج 

 یکریختی جایی ناجابه  های دارای گراف  اول  توان  متادوری  گروه  دو  که آن  برای  را  کافی  و  لازم   شرایط   بخش،  این  در 
 . کنیم می   بیان باشند 

 مزدوج  نوع  بردار   داده و  نمایش  ctv(𝐺)ا  ب   را   𝐺  مزدوج   رده  های اندازه   همه  مجموعه  آنگاه  باشد،   گروه  یک   𝐺اگر
 کنیم.اثبات می   گیرد می قرار    مورداستفاده   2.3 قضیه  اثبات  برای  را که   زیر   در اینجا ابتدا لم . شود می   نامیده

𝛤𝐻و   باشند  مرتبه هم  گروه   دو   𝐾و  𝐻 اگر :  1.3  لم  ≅ 𝛤𝐾 ،   آنگاه ctv(𝐻) = ctv(𝐾) . 

:𝜃کنیم  می  فرض . اثبات  𝑉(𝛤𝐻) → 𝑉(𝛤𝐾) گراف های دو رأس  از  یک به یک  تناظر  یک𝛤𝐻  و𝛤𝐾   و برای هرℎ ∈

𝑉(𝛤𝐻)   می نظر  ارز   Hhگیریمدر  هم  می ب   𝐻در    ℎی  رده  فرض  𝜃(ℎ)م  کنی اشد.  = 𝑘   به که  طوری باشد 
𝑑𝑒𝑔𝛤𝐻( ℎ) = 𝑑𝑒𝑔𝛤𝐾( 𝑘)   در این صورت ، |𝐶𝐻(ℎ)| = |𝐶𝐾(𝑘)| ن . چو|𝐻| = |𝐾| :داریم ، 
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: ( ) | / | ( )

      | / | ( ) : ( ) ,

H
H H

K
K K

h H C h H C h

K C k K C k k

= =

= = =
 

  برابر هستند.   𝐾و  𝐻گروه مزدوج دو    های رده یعنی اندازه 
 .است   برقرار   آبلی نا    متادوری   اول   توان   های گروه  ای از خانواده   برای   1  حدس  که   دهد می   نشان  زیر   قضیه 

𝐻 کنیم می   فرض   بخش   این   تمامی   در   = 𝐻(𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝜀)   یک −𝑝 و   متادوری   گروه 𝐾 = 𝐾(𝛼′, 𝛽′ , 𝛾′ , 𝜀′)   یک 

−𝑞 متادوری باشد.   آبلی غیر  گروه 
𝛤𝐻اگر   : 1.3  قضیه  ≅ 𝛤𝐾آنگاه ،|𝐻| = |𝐾|   و|𝑍(𝐻)| = |𝑍(𝐾)| . 
:𝜃د  کنی   فرض  اثبات.  𝛤𝐻 → 𝛤𝐾  ز  ا   یکریختی  یک𝛤𝐻   به  𝛤𝐾   فرض  شود   موضوع کم  کلیت  از   کهاین   بدون.  اشد ب 

 گیریم. می   نظر  در   را   زیر   های حالت . باشد   𝐾نوع با   مساوی   یا  کمتر   𝐻نوع که   کنیم می 
Type(𝐻)فرض کنیم  (  1)  = Type(𝐾) = ,ℎ1 طور همین   1 ℎ2 ∈ 𝐻\𝑍(𝐻)   که: طوری به 

𝑑𝑒𝑔𝛤𝐻( ℎ1) = 𝑚𝑖𝑛 𝐷 (𝛤𝐻) 

)𝑑𝑒𝑔𝛤𝐻و   ℎ2) = 𝑚𝑖𝑛 𝐷 (𝛤𝐻)\{𝑑𝑒𝑔𝛤𝐻( ℎ1)} .   برای مقادیر    اگر𝑖 = باشیم    1,2 𝑘𝑖داشته  = 𝜃(ℎ𝑖)   ،
 آنگاه:

𝑑𝑒𝑔𝛤𝐾( 𝑘1) = 𝑚𝑖𝑛 𝐷 (𝛤𝐾) 

)𝑑𝑒𝑔𝛤𝐾و  𝑘2) = 𝑚𝑖𝑛 𝐷 (𝛤𝐾)\{𝑑𝑒𝑔𝛤𝐾( 𝑘1)} .    چون𝑑𝑒𝑔𝛤𝐻( ℎ𝑖) = 𝑑𝑒𝑔𝛤𝐾( 𝑘𝑖)    از با ،  و  اینجا 
 شود:نتیجه می   1.2استفاده از گزاره 

𝑝𝛼+𝛽 − 𝑝𝛼+𝛽−1 = 𝑞𝛼
′+𝛽′

− 𝑞𝛼
′+𝛽′−1 

𝑝𝛼+𝛽 − 𝑝𝛼+𝛽−2 = 𝑞𝛼
′+𝛽′

− 𝑞𝛼
′+𝛽′−2 

𝑝/(𝑝تساوی به   دوم،  معادلۀ  طرفین  بر  اول  معادلۀ  طرف  دو  تقسیم  با  + 1) = 𝑞/(𝑞 +  به  از اینجا  رسیم. می  (1
𝑝م آوری می   دست  = 𝑞   بنابراین ؛𝛼 + 𝛽 = 𝛼′ + 𝛽′   درنتیجه   و|𝐻| = |𝐾| . 

ℎ  بگیرید  نظر  . در باشد   3یا    2برابر    Type(𝐾)و   Type(𝐻)م  کنی   فرض(  2)   ∈ 𝐻\𝑍(𝐻)   که طوری به𝑑𝑒𝑔𝛤𝐻( ℎ) =

𝑚𝑖𝑛 𝐷 (𝛤𝐻) .  اگر𝑘 = 𝜃(ℎ)   ،  آنگاه 

𝑑𝑒𝑔𝛤𝐾( 𝑘) = 𝑚𝑖𝑛 𝐷 (𝛤𝐾). 

)𝑑𝑒𝑔𝛤𝐻چون ℎ) = 𝑑𝑒𝑔𝛤𝐾( 𝑘)   ،  داریم:   2.3  و   2.2  های گزاره   استفاده از   با 

2𝛼+𝛽 − 2𝛼+𝛽−1 = 2𝛼
′+𝛽′

− 2𝛼
′+𝛽′−1, 

𝛼گیریممی   نتیجه  ازاینجا   که  + 𝛽 = 𝛼′ + 𝛽′ بنابراین   ؛|𝐻| = |𝐾| . 
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Type(𝐻)  کنید   فرض ( 3)  = Type(𝐾)  و  1 = ,  کنید فرض. 2 , ,   h h k k1 2 1  حالت   صورت به   اعضایی  2
)𝑑𝑒𝑔𝛤𝐻 چون .  باشند (  1)   ℎ𝑖) = 𝑑𝑒𝑔𝛤𝐾( 𝑘𝑖)  . دهند که:می   نشان 2.2و 2.1 های گزاره 

𝑝𝛼+𝛽 − 𝑝𝛼+𝛽−1 = 2𝛼
′+𝛽′

− 2𝛼
′+𝛽′−1 

𝑝𝛼+𝛽 − 𝑝𝛼+𝛽−2 = 2𝛼
′+𝛽′

− 2𝛽
′+1. 

𝑝/(𝑝  بنابراین  + 1) = 2𝛼
′−2/(2𝛼

′−1 − 𝑝ر مقادی   ازاینجا   که   (1 = ′𝛼و   2 = درنتیجه   آیند. به دست می   3
𝛼خواهیم داشت:  + 𝛽 = 𝛼′ + 𝛽′ ن بنابرای ؛|𝐻| = |𝐾| . 

Type(𝐻) کنید   فرض (  4)  = Type(𝐾)و 1 = |𝐻|( داریم1)    حالت   مانند   ؛ 3 = |𝐾|  .□ 
 دهدمی  ارائه را  کافی  و لازم شرایط  زیر قضیۀ . دهیم  قرار  موردبررسی را 2 حدس   که   داریم  قرار  شرایطی  در  اکنون

 . باشند  یکریخت   جایی ناجابه  های گراف   دارای   اول   توان  با  آبلی نا   متادوری   گروه  دو   شرایط  این   تحت   که 
𝛤𝐻 : 3.۲  قضیه  ≅ 𝛤𝐾  باشد   برقرار   زیر  حالات  از   یکی  اگر   فقط   و   اگر . 
Type(𝐻)اگر  − = Type(𝐾) = 𝛼آنگاه  1 + 𝛽 = 𝛼′ +𝛽′   و𝛾 = 𝛾 ′ . 
Type(𝐻)اگر  − = Type(𝐾) = 𝛼 آنگاه  2 = 𝛼′    و𝛽 = 𝛽′ . 
Type(𝐻)اگر − = Type(𝐾) = 𝛼آنگاه  3 = 𝛼′ ،𝛽 = 𝛽′  و𝛾 = 𝛾 ′ . 
Type(𝐻)اگر  − = 1  ، Type(𝐾) = 𝛾آنگاه2 = 1 ،𝛼′ = ′𝛽و    2 = 𝛼 + 𝛽 − 2 . 

Type(𝐻)اگر  − = 2  ، Type(𝐾) = 𝛼آنگاه3 = 𝛼′ ≥ 3  ،𝛽 = 𝛽′    و𝛾 ′ = 1 . 

|𝐻|داریم:    3.1  قضیه   از   استفاده   با  . اثبات  = |𝐾|  و. |𝑍(𝐻)| = |𝑍(𝐾)|   کنیم:حال فرض می 

𝜉: 𝑍(𝐻) → 𝑍(𝐾)   را داریم   زیر   حالات  . باشد   سویی دو   نگاشت  یک: 

Type(𝐻)  کنید  فرض( 1)    = Type(𝐾) = |𝐻|  چون . 1 = |𝐾| و|𝑍(𝐻)| = |𝑍(𝐾)|  داریم  𝛼 + 𝛽 =

𝛼′ + 𝛽′    و𝛾 = 𝛾′ .   ،اگر   برعکس  𝛼 + 𝛽 = 𝛼′ + 𝛽′   و  𝛾 = 𝛾′ صورت با استفاده از گزاره    این   در.  2 نگاشت   1
𝜃:𝐻\𝑍(𝐻) → 𝐾\𝑍(𝐾)   صورت  به   شدهتعریف𝜃(𝑎𝑖𝑏𝑗𝑧) = 𝑎′𝑖𝑏′𝑗𝜉(𝑧)    همه 0برای  ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑝𝛾   یک

 است.   𝛤𝐾و   𝛤𝐻یکریختی بین 
Type(𝐻)که کنید فرض( 2)    = Type(𝐾) = |𝐻|  از . باشد  2 = |𝐾| و|𝑍(𝐻)| = |𝑍(𝐾)|شود می  نتیجه

𝛼که:  + 𝛽 = 𝛼′ + 𝛽′   و 𝛽 = 𝛽′ بنابراین،   ؛𝛼 = 𝛼′ .  .اثبات عکس این حالت واضح است 
Type(𝐻)اگر   ( 3)    = Type(𝐾) = |𝐻|های ، از تساوی 2 = |𝐾|  و|𝑍(𝐻)| = |𝑍(𝐾)|    داریم𝛼 + 𝛽 =

𝛼′ + 𝛽′  و𝛽 − 𝛾 = 𝛽′ − 𝛾′  داریم   3.1. از لمctv(𝐻) = ctv(𝐾)    بنابراین بایستی داشته باشیم ،𝛼 = 𝛼′   که
𝛽های ازاینجا تساوی  = 𝛽′   و𝛾 = 𝛾  اثبات عکس این حالت بدیهی است.  آیند. به دست می   ′

Type(𝐻)( فرض کنید4)  = Type(𝐾)و 1 = |𝐻|. چون  2 = |𝐾| و|𝑍(𝐻)| = |𝑍(𝐾)|  پس داریم ،𝛼 +

𝛽 = 𝛼′ + 𝛽′    و𝛼 + 𝛽 − 2𝛾 = 𝛽′   دهد  که نتیجه می𝛼′ = 2𝛾  داریم    3.1. از لمctv(𝐻) = ctv(𝐾)  درنتیجه 
𝛼′ − 1 ≤ ′𝛼یعنی   2 ≤ 𝛾 نا آبلی باشد   𝐻که گروهبنابراین وقتی  ؛ 3 = 𝛼و    1 = 𝛾پس    2 ≠ 𝛾. برعکس، اگر 0 =

1 ،𝛼′ = ′𝛽و  2 = 𝛼 + 𝛽 −  ، آنگاه:2

𝐻/𝑍(𝐻) ≅ 𝐾/𝑍(𝐾) ≅ ℤ2 × ℤ2 

𝑧برای همه  توان نشان داد که سادگی می و به  ∈ 𝑍(𝐻)  :نگاشت 

𝜃:𝐻\𝑍(𝐻) → 𝐾\𝑍(𝐾) 
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و  𝛤𝐻بین    نگارد یک یکریختی می  𝑎′𝑏′𝜉(𝑧)و   𝑎′𝜉(𝑧) ،𝑏′𝜉(𝑧)را به ترتیب به مقادیر 𝑎𝑧 ،𝑏𝑧 ،𝑎𝑏𝑧  که اعضا
𝛤𝐾   آورد. به وجود می 

Type(𝐻)ی  ها حالت   ( 5)  = Type(𝐾)و 2 = ازآنجایی   3 بگیرید.  نظر  در  تساوی را  |𝐻|های  که  = |𝐾| 
|𝑍(𝐻)|و  = |𝑍(𝐾)|  برقرار هستند، داریم𝛼 + 𝛽 = 𝛼′ + 𝛽′  و𝛽 = 𝛽′ − 𝛾′ + داریم   3.1طور از لم  . همین 1

ctv(𝐻) = ctv(𝐾)   آوریمکه از اینجا به دست میmin{ , }  + = − 1 2 1 ′𝛾، پس  2 ≤  نا  𝐾. چون  1
𝛾آبلی است   ≠ ′𝛾که  طوری به   0 = 𝛼و    1 ≥ 𝛽بنابراین    ؛ 3 = 𝛽′    و درنتیجه𝛼 = 𝛼′  برعکس، اگر .𝛼 = 𝛼′ ≥

3،𝛽 = 𝛽′    و𝛾 ′ =  در این صورت نگاشت:  1

𝜃:𝐻\𝑍(𝐻) → 𝐾\𝑍(𝐾) 

𝜃(𝑎𝑖𝑏𝑗𝑧)ف  با تعری = 𝑎′𝑖𝑏′𝑗𝜉(𝑧)    برای همه𝑥 = 𝑎𝑖𝑏𝑗𝑧 ∈ 𝐻\𝑍(𝐻)    یک یکریختی از𝛤𝐻    به𝛤𝐾   خواهد
 شد. 

کنید   ( 6)  فرض  حالت،  آخرین  Type(𝐻)برای  = Type(𝐾)و 1 = چون  3  .|𝐻| = |𝐾|  و|𝑍(𝐻)| =

|𝑍(𝐾)|  داریم𝛼 + 𝛽 = 𝛼′ + 𝛽′ و𝛼 + 𝛽 − 2𝛾 = 𝛽′ − 𝛾′ + نتیجه که 1 ′𝛼شودمی  ازاینجا  − 1+ 𝛾′ =

2𝛾 طور از تساوی  . همینctv(𝐻) = ctv(𝐾)    های تساوی   3.1و لم𝛾 = 𝛾′ + ′𝛼و  1 − 1 = 𝛾′   آیند.ه دست می ب 
𝛾روابط فوق تساوی با توجه به   = 𝛾  یک تناقض است. شود که این حاصل می   ′

 

 نتایج
  ، 2  حدس  بررسی  برای  .است   برقرار  اول  توان  از  متادوری  گروه  دو  برای    [7]   در  شدهمطرح   1  حدس  شد که  اثبات

جایی وابسته به آنها  های ناجابه گراف اول و یکریختی    توان  آبلی بانا    گروه متادوری یکریختی دو کافی  و   لازم شرایط
 . دارند   یکریخت وجود جاییناجابه  های گراف  با یکریختغیر   هایگروه 𝑝−دادیم    نشان چنین،هم . معین کردیم  را
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