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 Suppose R is a uniform commutative ring. The R-dependent 
intersection graph, represented by the symbol G (R), is a simple, 
directionless graph whose set of vertices is the set of all non-trivial 
ideals of R and two distinct vertices 𝐼, 𝐽 are joined if and only if  𝐼 ∩
𝐽 ≠ (0). In this paper, the metric dimension of intersection graphs 
associated with commutative rings is examined and some metric 
dimension formulas for intersection graphs are provided. 
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 مقدمه 
ها، به یکی از مسائل جذاب در ترکیبیات جبری تبدیل شده  های وابسته به حلقه های اخیر، مطالعه گراف در سال 

را نام برد.    [ 4-1]    توان منابع شود. برای مثال می ها می های گرافی، منجر به پیدایش خواص حلقه است. بررسی خاصیت 
جایی است. این  های جابه های وابسته به حلقه شود همان بعد متریکی گراف یکی از مسائلی که در این راستا بررسی می 

ها محاسبه و بررسی شده  های وابسته به حلقه بعد متریکی یکی از گراف   [ 4]   تعریف شده است. در   [ 5]   بار در مفهوم، اولین 
 کنیم.  جایی را مطالعه می های جابه است. در این مقاله، بعد متریکی گراف اشتراک وابسته به حلقه 

ی  را کاهش  Rشوند. حلقه  نمایش داده می   𝑅شوند و با دار فرض می جایی و یک ها جابه در این مقاله، تمام حلقه 
  𝑀𝑎𝑥(𝑅)گویند هرگاه صفر آن تنها عنصر پوچ توان آن باشد در غیر این صورت آن را غیرکاهشی گویند. همچنین  

   تواند به ها خواننده می است. برای آشنایی تعاریف بیشتر در باره حلقه   𝑅های ماکسیمال  آل دهنده مجموعه ایده نشان 
 مراجعه کند.    [ 6] 

𝐺فرض کنید   = (𝑉, 𝐸)   یک گراف باشد که در آنV = V(G)   مجموعه رئوس وE = E(G)  ها  مجموعه یال
دو    𝑥,𝑦یک گراف و    Gبند گویند هرگاه بین هر دو رأس آن مسیر وجود داشته باشد. فرض کنید  است. یک گراف را هم 

وجود دارد را فاصله این دو رأس گویند و با   𝑦و   𝑥ترین مسیری که بین  رأس متمایز از آن باشد. در این صورت کوتاه 
 𝑑(𝑥, 𝑦) دهند. همچنین قطر گراف  نمایش میG    را که با𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐺)    دهند برابر است با نمایش می :   

 

𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐺) = sup{d(u, v) | u, v ∊ V(G)} .  
 

𝑆یک گراف باشد. مجموعه مرتب     Gفرض کنید   = {𝑉1, 𝑉2, … , 𝑉𝑘} ⊆ 𝑉(𝐺)   یریم. برای هر  گ را در نظر می
𝑣رأس   ∈ 𝑉(𝐺)\𝑆    بردار𝐷(𝑣|𝑆) = (𝑑(𝑣, 𝑣1), … , 𝑑(𝑣, 𝑣𝑘))   کنیم. مجموعه  را متناظر می𝑆    را یک مجموعه

∋u,vدارای بردار متناظر متمایز باشد. به عبارت دیگر اگر    𝑉(𝐺)\𝑆گویند هرگاه هر رأس    𝐺تجزیه برای   𝑉(𝐺)\𝑆  
.نتیجه شود که    ، D(u|S)=D(v|S)طوری که داشته باشیم  به  𝑢 = 𝑣     مجموعه تجزیهS    از گرافG    را که در بین تمام

نامند و تعداد عناصر این پایه را بعد    Gدارای کمترین تعداد عناصر باشد، را یک پایه متریک برای    Gهای تجزیه  مجموعه 
  [ 7  ;4]   تواند به دهند. برای نمادها و تعاریف بیشتر خواننده می نمایش می   𝑑𝑖𝑚𝑀(𝐺)گویند و با    Gمتریکی گراف  

 مراجعه کند.  
نمایش    𝐺(𝑅)که با نماد    𝑅دار باشد. گراف اشتراک وابسته به حلقه  جایی و یک یک حلقه جابه   𝑅فرض کنید  

با هم مجاور هستند     𝐽و  𝐼است و دو رأس    Rهای نابدیهی حلقه  آل دهیم، گرافی است که مجموعه رئوس آن تمام ایده می 
.اگر و تنها اگر  I ∩ J ≠ شده است. در این مقاله  جایی وابسته  های جابه تعریف و به حلقه   [ 8]   بار در  این گراف اولین   (0)

دست آوردن بعد  هایی برای به کنیم و فرمول جایی را بررسی می های جابه های اشتراک وابسته به حلقه بعد متریکی گراف 
 دهیم. متریکی این گراف ارائه می 

 های کاهشی بعد متریکی گراف در حلقه 

دهیم که بعد  آوریم. ابتدا نشان می دست می های کاهشی به در این بخش، بعد متریکی گراف اشتراک را در حلقه 
 آل داشته باشد.  تعداد متناهی ایده   Rمتریکی گراف اشتراک متناهی است اگر و تنها اگر  

بصورت حاصل ضرب    Rبند است مگر آنکه  هم    G(R)یک حلقه باشد. در این صورت گراف    Rفرض کنید    . 1- 2لم  
.بندی گراف،  بر این، در صورت هم   دو میدان باشد. علاوه  diam(G(R)) ∈ {0,1,2} 

  G(R)دو رأس متمایز از گراف    Jو    𝐼صورت حاصل ضرب دو میدان نباشد. فرض کنید  به   Rفرض کنید    اثبات: 
Iمجاور نباشند. اگر    J  . و  𝐼ه  طوری ک باشند به  + J ≠ R  آنگاه  مسیر ،I − I + J − J   دهد که  نشان می. 𝑑(I, J) = 2    
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Iاگر   + J = R گاه با توجه به اینکه  ، آنI ∩ J = .شود که  ، نتیجه می (0) R = I ⊕ J    چون𝑅   صورت حاصل ضرب  به
Kآل  توان ایده دو میدان نیست، می  = I ⊕ J´   را طوری انتخاب کرد که. (0) ≠ J΄ ⊂ J  توان دید  راحتی می حال به

Iکه   − K − J    از    2یک مسیر به طول𝐼    به  J   باشد.  می 
dimM(G(R))یک حلقه باشد. در این صورت    Rفرض کنید    . 2- 2قضیه   < تعداد متناهی    Rاگر و تنها اگر    ∞

 آل داشته باشد.  ایده 
طور بدیهی بعد متریکی  گاه به د، آن آل داشته باش تعداد متناهی ایده   Rیک طرف حکم بدیهی است؛ زیرا اگر    اثبات: 

 آن متناهی است.  
آل دارد.  تعداد متناهی ایده  Rدهیم که متناهی باشد، نشان می   G(R)برعکس، فرض کنید که بعد متریکی گراف 

Sمتناهی است، فرض کنید که    G(R)چون بعد متریکی گراف   = {x1, … , xk}    یک پایه متریک برایG(R)    باشد که

diam(G(R))یک عدد صحیح و مثبت است. چون    kدر آن   ∈   D(I|S)شود که هر مؤلفه بردار  ، نتیجه می {0,1,2}

3kحالت ممکن را دارد و لذا تعداد بردارها حداکثر    3فقط   − k   آل باید یک  تواند باشد. از طرف دیگر چون هر ایده تا می

 های حلقه باید متناهی باشد.   آل تعداد ایده شود که  بردار متمایز تولید کند؛ لذا نتیجه می 

dimM(G(R))یک حلقه کاهشی باشد. در این صورت اگر    Rفرض کنید    . 3- 2قضیه   <  گاه: آن   ∞

dimM(G(R)، آنگاه  Max(R)|=2|اگر   ( 1)  = 1 

dimM(G(R)، آنگاه  Max(R)|=3|اگر   ( 2)  = 2 

≤|Max(R)|اگر   ( 3)  .، آنگاه  4 dimM(G(R)) = |Max(R)| 
   

   اثبات: 
dimM(G(R))چون   -1 < یک    Rآل دارد. پس  تعداد متناهی ایده   Rشود که  نتیجه می   2- 2، از قضیه  ∞

بصورت حاصل ضرب دو میدان    Rشود که  ، نتیجه می Max(R)|=2|حلقه آرتینی است و چون کاهشی و  
.شود که  سادگی دیده می باشد. حال به می  G(R) = K̅2    لذا. dimM(G(R) = 1 

Rشود که  ، نتیجه می Max(R)|=3|و با توجه به اینکه    1مشابه با اثبات   -2 ≅ F1 ⊕ F2 ⊕ F3    که در آن
F1, F2, F3    :میدان هستند. بنابراین 

V(G(R)) = {0 ⊕ F2 ⊕ F3, F1 ⊕ 0 ⊕ F3, F1 ⊕ F2 ⊕ 0, F1 ⊕ 0 ⊕ 0, 0 ⊕ F2 ⊕ 0, 0 ⊕ 0 ⊕ F3}.  

 دهیم: حال قرار می 
 

S = {F1 ⊕ 0 ⊕ 0, 0 ⊕ 0 ⊕ F3} 

 

 باشد. لذا داریم: می   G(R)یک پایه متریک برای    Sدهیم که  با محاسبه بردارهای متناظر برای سایر رئوس نشان می 

D(0 ⊕ F2 ⊕ F3|S) = (2,1) 

D(F1 ⊕ 0 ⊕ F3|S) = (1,1) 

D(F1 ⊕ F2 ⊕ 0|S) = (1,2) 
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D(0 ⊕ F2 ⊕ 0|S) = (2,2). 

 

.است و لذا    G(R)یک پایه متریک برای    Sشود که  دیده می  dimM(G(R) = |S| = 2 

dimM(G(R))چون   -3 < یک    Rآل دارد. پس  تعداد متناهی ایده   Rشود که  نتیجه می   2- 2، از قضیه  ∞
شود. پس  تا میدان نوشته می   nصورت حاصل ضرب  به   Rمتناهی بوده و    |Max(R)|لذا    .حلقه آرتینی است 

R ≅ F1 ⊕ … ⊕ Fn   که در آن. |Max(R)|=n  دهیم که  ال نشان می ح. dimM(G(R)) = n   لذا دو
 کنیم.  ادعای زیر را بیان و اثبات می 

.    : 1ادعای   dimM(G(R)) ≥ n 

Wمتناهی است، فرض کنید که    dimM(G(R))چون  = {I1, I2, … , Ik}    یک پایه متریک برای گرافG(R)  
diam(G(R))یک عدد صحیح و مثبت است. چون    kباشد که در آن   ∈ Iشود که برای هر  ، نتیجه می {1,2} ∈

V(G(R))\W  2فقطk   حالت ممکن برای بردارD(I|W)   ،وجود دارد. پس باید داشته باشیم. |V(G(R))\W| ≤

2k    از طرف دیگر چون|V(G(R))\W| = 2n − k −  شود که ، نتیجه می 2

. 2n ≤ 2k + k + nچون    2 ≥ .شود که  ، بوضوح دیده می 4 k = dimM(G(R)) ≥ n    1بنابراین ادعای  
 شود.  اثبات می 

.  : 2ادعای   dimM(G(R)) ≤ n 

 دهیم: های آن صفر باشند. قرار می و بقیه مولفه   Fiام آن برابر    iباشد بطوری که مولفه    Rآلی از  ایده   Iiفرض کنید  

W = {I1, I2, … , In} 
 

,Iباشد؛ از این رو فرض کنید که  می   G(R)یک مجموعه تجزیه برای    W  دهیم که  نشان می  J ∈ V(G(R))\W  
.دهیم که  دو رأس متمایز از گراف باشند. نشان می  D(I|W) ≠ D(J|W)    اما این واضح است. چون باتوجه به اینکه

I ≠ J   های  شود که بعضی مولفه نتیجه میI   های  مخالف مؤلفهJ   توان فرض کرد که  است. لذا بدون کاستن از کلیت می
و مولفه اول بردار   1برابر با  D(I|W). بنابراین مؤلفه اول بردار  برابر با صفر باشد  Jو مولفه اول   F1برابر با    Iمولفه اول  
D(J|W)    دهد که  است. این نشان می   2برابر باD(I|W) ≠ D(J|W)     و لذا  W    یک مجموعه تجزیه برایG(R)  

 باشد. پس می 

k = dimM(G(R)) ≤ |W| = n 
 

𝑛شود که برای  نتیجه می   2و  1حال از ادعاهای   ≥ 4  ،. dimM(G(R)) = |Max(R)| 

 های غیرکاهشی متریکی گراف اشتراک در حلقه بعد  
یک حلقه غیرکاهشی است. برای این    𝑹آوریم که در آن،  دست می را به  𝑮(𝑹)در این بخش، بعد متریکی گراف  

 کار اول به نکته زیر نیاز داریم: 
 بند باشد. فرض کنید  یک گراف هم   𝐺فرض کنید    . 1-   3نکته 

{𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑘} 
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بخش  رئوس یک  برای  به    𝐺بندی  هر  باشد،  برای  که  1طوری  ≤ 𝑖 ≤ 𝑘   اگر𝑥, 𝑦 ∈ 𝑣𝑖  باشیم داشته  آنگاه   ،
.𝑁(𝑥) = 𝑁(𝑦)    :در این صورت 

. dimM(G(R)) ≥ |V(G)| − k 
 

Rفرض کنید    . 1- 3قضیه  ≅ R1 ⊕ R2 ⊕ ⋯ ⊕ Rn     1که در آن برای هر ≤ 𝑖 ≤ 𝑛   ،(𝑅𝒊, 𝑚𝑖)    یک حلقه
𝑛𝑖باشد. فرض کنید  موضعی و آرتینی غیر میدان می  ≥ .طوری که  ترین عدد طبیعی باشد؛ به کوچک 3 𝑚𝑖

𝑛𝑖 = (0)  
1اگر برای هر   ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  ،𝑚𝑖   گاه: آل اصلی باشد، آن یک ایده 

. 𝑑𝑖𝑚𝑀(𝐺(𝑅)) = 𝛱𝑖=1
𝑛 (𝑛𝑖 + 1) − 2𝑛 − 1 

 

𝐼فرض کنید    اثبات:  = 𝐼1 ⊕ 𝐼2 ⊕ ⋯ ⊕ 𝐼𝑛    و𝐽 = 𝐽1 ⊕ 𝐼2 ⊕ ⋯ ⊕ 𝐽𝑛    دو رأس از𝑉(𝐺(𝑅))    .باشند
1، اگر برای هر  𝐼~𝐽نویسیم  هم ارز هستند و می   𝐽و    𝐼گوییم   ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  داشته باشیم ، 

𝐼𝑖 = .اگر و تنها اگر    (0) 𝐽𝑖 =   𝑉(𝐺(𝑅))ارزی روی  یک رابطه هم   ~بررسی کرد که  توان  به راحتی می (0)
.باشد. فرض کنید    𝐼ارزی  دهنده کلاس هم نشان   [𝐼]باشد. فرض کنید  می  𝑋, 𝑌 ∈ [𝐼]   آلی مانند  حال چون برای هر ایده
𝐾  ،K ∩ X ≠ 𝐾.اگر و تنها اگر داشته باشیم    (0) ∩ 𝑌 ≠ .شود که  نتیجه می   (0) 𝑁(𝑋) = 𝑁(𝑌)    چون تعداد

2𝑛های هم ارزی برابر با  کلاس  − .شود که  نتیجه می   1- 3تا است، لذا از نکته     1 𝑑𝑖𝑚𝑀(𝐺(𝑅)) ≥ |𝑉(𝐺(𝑅))| −

(2𝑛 − 1) = |𝑉(𝐺(𝑅))| − 2𝑛 + 1 
 از طرف دیگر چون  

|𝑉(𝐺(𝑅))| = 𝛱𝑖=1
𝑛 (𝑛𝑖 + 1) − 2 

 توان نتیجه گرفت که  لذا می 

𝑑𝑖𝑚𝑀(𝐺(𝑅)) ≥ 𝛱𝑖=1
𝑛 (𝑛𝑖 + 1) − 2𝑛 − 1 

 دهیم که حال نشان می 

 
𝑑𝑖𝑚𝑀(𝐺(𝑅)) ≤ 𝛱𝑖=1

𝑛 (𝑛𝑖 + 1) − 2𝑛 − 1 

 های  برای این کار مجموعه 

𝐴 = {𝐼 = 𝐼1 ⊕ 𝐼2 ⊕ ⋯ ⊕ 𝐼𝑛 ∈ 𝑉(𝐺(𝑅))|𝐼𝑖 ∊ {(0), 𝑅𝑖}} ∪ {𝐽(𝑅)} 

 

𝑊و   = 𝑉(𝐺(𝑅)\𝐴   دهیم که  گیریم. نشان می را در نظر می𝑊     یک مجموعه تجزیه برای𝐺(𝑅)   باشد. فرض  می
 کنید: 

𝐼 = 𝐼1 ⊕ 𝐼2 ⊕ ⋯ ⊕ 𝐼𝑛    و𝐽 = 𝐽1 ⊕ 𝐼2 ⊕ ⋯ ⊕ 𝐽𝑛    دو رأس متمایز از𝐴   هیم که  د باشند. نشان می 
 

𝐷(𝐼|𝑊) ≠ 𝐷(𝐽|𝑊) 
 

𝐼اگر   = 𝐽(𝑅)   های  یک از مؤلفه باشد، آنگاه چون هیچ𝐼   های  باشد اما بعضی از مؤلفه صفر نمی𝐽    برابر با صفر است
.شود که  لذا نتیجه می  𝐷(I|𝑊) ≠ 𝐷(𝐽|𝑊) 
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,𝐼حال فرض کنید که هیچ کدام از     𝐽   برابر𝐽(𝑅)   و    (0)های این دو رأس فقط از  نباشد. چون مؤلفه𝑅𝑖    تشکیل
𝐼1توان فرض کرد که  شده است، لذا بدون کاستن از کلیت می  = .و     (0) 𝐽1 = 𝑅1    حال باتوجه به اینکه𝑅1    یک

 را انتخاب کرد.   𝑅1از    𝐾1آل نابدیهی  توان ایده میدان نیست، می 

.دهیم  قرار می    𝐾 = 𝐾1 ⊕ (0) ⊕ ⋯ ⊕ باشد.  مجاور نمی   𝐼مجاور اما با    𝐽با    𝐾شود که ی دیده می راحت به   (0)
𝐾با توجه به اینکه   ∈ 𝑊 گیریم که: ، نتیجه می 

 

D(I|W) = (2, −, ⋯ , −) ≠ (1, −, ⋯ , −) = D(J|W) 
 

 باشد؛ لذا  می   G(R)یک مجموعه تجزیه برای    Wدهد که  این نشان می 
 

𝑑𝑖𝑚𝑀(𝐺(𝑅)) ≤ |𝑊| 
 

|𝑊|از طرف دیگر چون    = |𝑉(𝐺(𝑅)) − 𝐴|  و|A| = 2𝑛 −  بنابراین: ؛  1

𝑑𝑖𝑚𝑀(𝐺(𝑅)) ≤ 𝛱𝑖=1
𝑛 (𝑛𝑖 + 1) − (2𝑛 − 1) = 𝛱𝑖=1

𝑛 (𝑛𝑖 + 1) − 2𝑛 − 1 

𝑅فرض کنید    . 2- 3قضیه   ≅ 𝑅1 ⊕ 𝑅2 ⊕ ⋯ ⊕ 𝑅𝑛 ⊕ 𝐹1 ⊕ ⋯ ⊕ 𝐹𝑚  1که در آن برای هر ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  ،
(𝑅𝒊, 𝑚𝑖)    1موضعی آرتینی و برای هر یک حلقه ≤ 𝑖 ≤ 𝑚   ،𝐹𝑖   باشد. فرض کنید  یک میدان می𝑛𝑖 ≥ ترین  کوچک   3

.  طوری که  عدد طبیعی باشد؛ به  𝑚𝑖
𝑛𝑖 = 1اگر برای هر  (0) ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  ،𝑚𝑖   گاه:  آل اصلی باشد، آن یک ایده 

 

dimM(G(R)) = 2mΠi=1
n (ni + 1) − 2n+m + m − 1 

 

 اثبات:  
کنید   𝐼فرض  = 𝐼1 ⊕ 𝐼2 ⊕ ⋯ ⊕ 𝐼𝑛 ⊕ 𝐼𝑛+1 ⊕ ⋯ ⊕ 𝐼𝑛+𝑚    و𝐽 = 𝐽1 ⊕ 𝐽2 ⊕ ⋯ ⊕ 𝐽𝑛 ⊕

𝐽𝑛+1 ⊕ ⋯ ⊕ 𝐽𝑛+𝑚    دو رأس از𝑉(𝐺(𝑅))    باشند. گوییم𝐼    و𝐽   نویسیم  ارز هستند و می هم𝐼~𝐽  1، اگر برای هر ≤

𝑖 ≤ 𝑛  داشته باشیم ،𝐼𝑖 = .اگر و تنها اگر    (0) 𝐽𝑖 = ارزی روی  یک رابطه هم   ~بررسی کرد که  توان  راحتی می به   (0)
𝑉(𝐺(𝑅))   باشد. فرض کنید  می[𝐼]   ارزی  دهنده کلاس هم نشان𝐼    باشد. فرض کنید. 𝑋, 𝑌 ∈ [𝐼]    حال چون برای هر

𝐾 ،𝐾آلی مانند  ایده  ∩ 𝑋 ≠ 𝐾اگر و تنها اگر   (0) ∩ 𝑌 ≠ .شود که  ، نتیجه می (0) 𝑁(𝑋) = 𝑁(𝑌)   چون تعداد
2𝑛+𝑚ارزی برابر با  های هم کلاس  −  شود که نتیجه می   1- 3تا است؛ لذا از نکته     1

𝑑𝑖𝑚𝑀(𝐺(𝑅)) ≥ |𝑉(𝐺(𝑅))| − (2𝑛+𝑚 − 1)𝐽 = |𝑉(𝐺(𝑅))| − 2𝑛+𝑚 + 1 

 از طرف دیگر چون  

|𝑉(𝐺(𝑅))| = 2𝑚𝛱𝑖=1
𝑛 (𝑛𝑖 + 1) − 2 

 توان نتیجه گرفت که  لذا می 

𝑑𝑖𝑚𝑀(𝐺(𝑅)) ≥ 2𝑚𝛱𝑖=1
𝑛 (𝑛𝑖 + 1) − 2𝑛+𝑚 − 1 
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های  هایی که حداقل در یکی از مؤلفه آل گاه ایده باشد، آن   G(R)یک پایه متریک برای    Wدر واقع اگر فرض کنیم  
ارزی این عناصر بیشتر از یک عنصر دارند. پس  های هم تعلق دارد؛ زیرا کلاس   Wآل پوچتوان غیر صفر دارد به  آنها ایده 

 است.    Aتوانند قرار بگیرند عناصر مجموعه  می   Wتوان فرض کرد که حداکثر عناصری که بیرون از  می 

𝐴 = {𝐼 = 𝐼1 ⊕ 𝐼2 ⊕ ⋯ ⊕ 𝐼𝑛 ⊕ 𝐼𝑛+1 ⊕ ⋯ ⊕ 𝐼𝑛+𝑚 ∊ 𝑉(𝐺(𝑅))|𝐼𝑖 ∈ {(0), 𝑅𝑖 , 𝐹𝑖}} ∪ 

{𝑚1 ⊕ 𝑚2 ⊕ ⋯ ⊕ 𝑚𝑛 ⊕ 𝐹𝑛+1 ⊕ ⋯ ⊕ 𝐹𝑛+𝑚} 

 

𝐵حال مجموعه   ⊂ 𝐴   گیریم.  صورت زیر در نظر می را به 

B = {I = R1 ⊕ ⋯ ⊕ Rn ⊕ In+1 ⊕ ⋯ ⊕ In+m ∈ V(G(R)) |Ii ∈ {(0), Fi}} 
 

,Iفرض کنید که   J    دو عنضر از𝐵    ًباشند. اگر واقعا. 𝑊 = 𝑉(𝐺(𝑅))\𝐴   شود که  راحتی دیده می گاه به آن 

D(I|W) = (1,1, ⋯ ,1) = D(J|W) 
 

اضافه    𝑊یک رده از عناصر باید به    𝐵دهد که برای پوشش دادن عناصر  که یک تناقض است. این تناقض نشان می 
𝑛آلی باشد که مؤلفه ایده   𝐸𝑛+𝑖شود. فرض کنید  + 𝑖   ام آن𝐹𝑖   قضیه  های آن صفر باشد. به کمک برهان و بقیه مؤلفه

|𝐵|و با توجه به اینکه    2-3 = 2𝑚 −   𝐶، عناصر  𝐵شود که حداقل عناصر برای پوشش دادن عناصر  ، نتیجه می 1
 باشد.  می 

𝐶 = {𝐸𝑛+1, ⋯ , 𝐸𝑛+𝑚} 

 شود که  پس نتیجه می 

𝑑𝑖𝑚𝑀(𝐺(𝑅)) ≥ 2𝑚𝛱𝑖=1
𝑛 (𝑛𝑖 + 1) − 2𝑛+𝑚 − 1 + |𝐶| = 

2𝑚𝛱𝑖=1
𝑛 (𝑛𝑖 + 1) − 2𝑛+𝑚 − 1 + 𝑚 

 دهیم که  حال نشان می 

𝑑𝑖𝑚𝑀(𝐺(𝑅)) ≤ 2𝑚𝛱𝑖=1
𝑛 (𝑛𝑖 + 1) − 2𝑛+𝑚 − 1 + 𝑚 

 

 های مجموعه 

𝐴 = {𝐼 = 𝐼1 ⊕ 𝐼2 ⊕ ⋯ ⊕ 𝐼𝑛 ⊕ 𝐼𝑛+1 ⊕ ⋯ ⊕ 𝐼𝑛+𝑚 ∊ 𝑉(𝐺(𝑅))|𝐼𝑖 ∈ {(0), 𝑅𝑖 , 𝐹𝑖}} ∪ 

{𝑚1 ⊕ 𝑚2 ⊕ ⋯ ⊕ 𝑚𝑛 ⊕ 𝐹𝑛+1 ⊕ ⋯ ⊕ 𝐹𝑛+𝑚} 

𝐶 = {𝐸𝑛+1, ⋯ , 𝐸𝑛+𝑚} 

𝑊دهیم گیریم. قرار می را در نظر می  = 𝑉(𝐺(𝑅))\{𝐴\𝐶} دهیم که . نشان می𝑊    یک مجموعه تجزیه برای
𝐺(𝑅)   باشد. می 
کنید     𝐼فرض  = 𝐼1 ⊕ 𝐼2 ⊕ ⋯ ⊕ 𝐼𝑛 ⊕ 𝐼𝑛+1 ⊕ ⋯ ⊕ 𝐼𝑛+𝑚    و𝐽 = 𝐽1 ⊕ 𝐽2 ⊕ ⋯ ⊕ 𝐽𝑛 ⊕

𝐽𝑛+1 ⊕ ⋯ ⊕ 𝐽𝑛+𝑚    دو رأس متمایز از𝐴\𝐶   دهیم که  باشند. نشان می 

𝐷(𝐼|𝑊) ≠ 𝐷(𝐽|𝑊) 
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𝑚1اگر   ⊕ 𝑚2 ⊕ ⋯ ⊕ 𝑚𝑛 ⊕ 𝐹𝑛+1 ⊕ ⋯ ⊕ 𝐹𝑛+𝑚𝐼 صفر    𝐼های  یک از مؤلفه گاه چون هیچ باشد، آن   =
 شود که برابر با صفر است؛ لذا نتیجه می   𝐽 های  باشد اما بعضی از مؤلفه نمی 

𝐷(𝐼|𝑊) ≠ 𝐷(𝐽|𝑊) 
 

,𝐼کدام از  حال فرض کنید که هیچ  𝐽    برابر با𝑚1 ⊕ 𝑚2 ⊕ ⋯ ⊕ 𝑚𝑛 ⊕ 𝐹𝑛+1 ⊕ ⋯ ⊕ 𝐹𝑛+𝑚     .نباشد
1تشکیل شده است؛ لذا اگر برای بعضی از    𝑅𝑖و    (0)های این دو رأس فقط از  چون مؤلفه  ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  ،𝐼𝑖 = و    (0)
𝐽𝑖 ≠ 𝐼1توان فرض کرد که  گاه بدون کاستن از کلیت می باشد، آن   (0) = .و     (0) 𝐽1 = 𝑅1    حال باتوجه به اینکه𝑅1  

.دهیم  را انتخاب کرد. قرار می   𝑅1از    𝐾1آل نابدیهی  توان ایده یک میدان نیست، می  K = 𝐾1 ⊕ (0) ⊕ ⋯ ⊕ (0)  
𝐾ا توجه به اینکه  باشد. ب مجاور نمی   𝐼مجاور اما با    𝐽با    𝐾شود که به راحتی دیده می  ∊ 𝑊 گیریم که  ، نتیجه می 

 

. 𝐷(𝐼|𝑊) = (2, −, ⋯ , −) ≠ (1, −, ⋯ , −) = 𝐷(𝐽|𝑊) 
 

1اگر برای هر   ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  ،𝐼𝑖 = 𝐽𝑖اگر و تنها اگر    (0) = 𝐾توان  راحتی می گاه به ، آن (0) ∊ 𝐶    را طوری پیدا کرد
𝐾باشد. با توجه به اینکه  مجاور نمی   𝐼مجاور اما با    𝐽که با   ∊ 𝑊 گیریم که  ، نتیجه می 
 

𝐷(𝐼|𝑊) ≠ 𝐷(𝐽|𝑊) 

 باشد. لذا  می   𝐺(𝑅)یک مجموعه تجزیه برای     𝑊دهد که  این نشان می 

𝑑𝑖𝑚𝑀(𝐺(𝑅)) ≤ |𝑊| 

|𝑊|از طرف دیگر چون   = |𝑉(𝐺(𝑅))| − |𝐴| − |𝐶|    و. |𝐴| = 2𝑛+𝑚 −  لذا داریم    1
 

𝑑𝑖𝑚𝑀(𝐺(𝑅)) ≤ 2𝑚𝛱𝑖=1
𝑛 (𝑛𝑖 + 1) − 2 − (2𝑛+𝑚 − 1) + 𝑚 

 و لذا  

𝑑𝑖𝑚𝑀(𝐺(𝑅)) ≤ 2𝑚𝛱𝑖=1
𝑛 (𝑛𝑖 + 1) − 2𝑛+𝑚 − 1 + 𝑚 

 شود که  پس نتیجه می 

𝑑𝑖𝑚𝑀(𝐺(𝑅)) = 2𝑚𝛱𝑖=1
𝑛 (𝑛𝑖 + 1) − 2𝑛+𝑚 + 𝑚 − 1 

 گیری نتیجه 

در این مقاله، بعد متریکی گراف اشتراک بررسی و مطالعه شده است. نشان داده شده است که بعد متریکی این  
آل  ای که تعداد متناهی ایده آل داشته باشد. چون هر حلقه تعداد متناهی ایده   Rگراف، متناهی است اگر و تنها اگر حلقه  

های آرتینی بحث شده  ه در صورت متناهی بودن فقط در حلقه دارد، یک حلقه آرتینی است؛ لذا بعد متریکی این حلق 
 دست آمده است.    به   𝐺(𝑅)های آرتینی بعد متریکی گراف  است؛ از این رو در چندین رده از حلقه 

 تقدیر و تشکر  

 . از داوران محترم که با ارائه پیشنهادهای ارزشمند خود موجب ارتقای سطح کیفی مقاله شدند بسیار سپاسگزاریم 
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