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 It is common knowledge that convolutional coding is one of the two 
main types of channel coding widely used to detect and correct errors. 
In convolutional coding, the encoder output is in the form of a code 
sequence generated from an input information sequence. In this 
paper, an important class of convolutional encoders, the convolutional 
encoders Cconv(2,1,2) were considered. The transfer function matrix 
for this class of encoders were computed and their state diagram 
drawn. Moreover, the general form of the generating function for this 
class was obtained using the modified state diagram. Degenerate 
states and catastrophic convolutional codes appeared for some 
multipliers. Then, the minimum free distance for all non-catastrophic 
convolutional codes which are obtained from non-degenerate states 
were computed. As it is shown, the maximum value of the minimum 
free distance for this class of encoders is equal to five and it is obtained 
only in two situations. 
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EXTENDED ABSTRACT 

Introduction 
In convolutional coding, message sequences are blocks of length 𝑘 that are converted 

into code sequences of length 𝑛 under the coding process, where 𝑘 < 𝑛. This assignment 

between messages and codewords should be a bijective function to enable unique decoding 

for each message. Each output code sequence is generated by the current and previous input 

elements. Each given message sequence simultaneously enters the encoder and produces a 

specific code sequence such that there is a one-to-one correspondence between message 

sequences and code sequences. In linear cases, source alphabet is the finite field 𝐺𝐹(𝑞) and 

the message sequences and code sequences belong to the vector spaces 𝐺𝐹(𝑞) 𝑘 and 

𝐺𝐹(𝑞) 𝑛, respectively. Unlike block coding, each code sequence is dependent on the message 

sequence at the same instant 𝑖 and on the previous inputs at the instants 𝑖 − 1, ⋯ , 𝑖 − 𝐾, 

where 𝐾 is the level of memory. A convolutional code with parameters 𝑛, 𝑘 and 𝐾 is denoted 

by 𝐶𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑛, 𝑘, 𝐾).  

A significant part of convolutional encoders is linear sequential circuits, which are 

constructed using memory units, adders and scalar multipliers. Such circuits are called as 

finite state sequential machines (or FSSMs). The FSSMs are analyzed usually by the rational 

transfer functions 𝐺(𝐷) = 𝐶(𝐷)/𝑀(𝐷), where 𝑀(𝐷) and 𝐶(𝐷) are polynomials 

corresponding to the messages and codewords, respectively. The rate of 𝐶𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑛, 𝑘, 𝐾) is 

𝑅𝑐 = 𝑘/𝑛. In this paper, the convolutional encoder shown in Figure 1 was considered. At 

each instant, one bit 𝑚 was entered into the encoder and the pair (𝑐(1), 𝑐(2)) was produced 

as output. This encoder represented a class of convolutional encoders. The transfer 

functions, state diagram and modified state diagram were obtained. The generating function 

was computed and it is seen that the largest minimum free distance, which appears only in 

two situations, was equal to 5.    

Methodology 
Consider the encoder  𝐶𝑐𝑜𝑛𝑣(2,1,2) shown in Figure 1. If an input sequence is the unit 

impulse = (1,0,0) , then the resulting outputs are 𝑔(1) = (𝑎0, 𝑎1, 𝑎2) and 𝑔(2) = (𝑓0, 𝑓1, 𝑓2). 

In addition, if the message sequence 𝑚 = (𝑚0, 𝑚1, 𝑚2, … )  is represented and its code 

sequences 𝑐(1) = (𝑐0
(1)

, 𝑐1
(1)

, 𝑐2
(1)

, ⋯ ) and 𝑐(2) = (𝑐0
(2)

, 𝑐1
(2)

, 𝑐2
(2)

, ⋯ ) by the polynomials 

𝑀(𝐷) = 𝑚0 + 𝑚1𝐷 + 𝑚2𝐷2 + ⋯, 𝐶(1)(𝐷) = 𝑐0
(1)

+ 𝑐1
(1)

𝐷 + 𝑐2
(1)

𝐷2 +  ⋯ and 𝐶(2)(𝐷) =

𝑐0
(2)

+ 𝑐1
(2)

𝐷 + 𝑐2
(2)

𝐷2 +  ⋯, respectively then 𝐶(𝐷) = 𝑀(𝐷)𝐺(𝐷), where 𝐶(𝐷) =

[𝐶(1)(𝐷)  𝐶(2)(𝐷)] and 𝐺(𝐷) = [𝐺(1)(𝐷)  𝐺(2)(𝐷)]. Here, 𝐺(𝐷) is transfer function matrix, 

𝐺(1)(𝐷) = 𝑎0 + 𝑎1𝐷 + 𝑎2𝐷2 and 𝐺(2)(𝐷) = 𝑓0 + 𝑓1𝐷 + 𝑓2𝐷2. The matrix 𝐺(𝐷)1⨯2 is 

invertible if there exists an inverse matrix 𝐺−1(𝐷)2⨯1 such that 𝐺(𝐷)𝐺−1(𝐷) = 𝐷𝑙  for a 𝑙 ≥

0. It is proved that 𝐺−1(𝐷) exists if and only if (𝐺(1)(𝐷), 𝐺(2)(𝐷)) = 𝐷𝑙  for a 𝑙 ≥ 0. A 

convolutional code is non-catastrophic if 𝐺−1(𝐷) exists.  

The state diagram of 𝐶𝑐𝑜𝑛𝑣(2,1,2) is shown in Figure 2. There are four states 𝑆𝑎 = 00, 

𝑆𝑏 = 10, 𝑆𝑐 = 01 and 𝑆𝑑 = 11 and moreover, input values are either 0 or 1. It is not possible 
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to move from a given state to any desired state. This is useful in the error correction and 

decoding process because it causes some transmissions to be ignored. The modified state 

diagram is obtained by making changes to the state diagram. The modified state diagram 

starts from 𝑆𝑎  and ends at the same state. Arrows entering and exiting states are denoted by 

𝑋𝑖 , where 𝑖 is the weight of the corresponding code vector. The weight of each path between 

states is equal to the sum of powers of the variables. Hence, the paths with the smallest 

weight yield the minimum free distance. Set 𝛼𝑖 = 𝑎𝑖 + 𝑓𝑖  , 𝛼𝑖𝑗 = (𝑎𝑖 ⊕ 𝑎𝑗) + (𝑓𝑖 ⊕ 𝑓𝑗) and 

𝛼012 = (𝑎0 ⊕ 𝑎1 ⊕ 𝑎2) + (𝑓0 ⊕ 𝑓1 ⊕ 𝑓2) and see Figure 3.  

Results and discussion 
The generating function for a code 𝐶 is defined as 𝑇(𝑋) = ∑ 𝐴𝑖𝑋

𝑖∞

𝑖=0
, where 𝐴𝑖  is the 

number of sequences of weight 𝑖 in 𝐶. Again, consider the code  𝐶𝑐𝑜𝑛𝑣(2,1,2). If a 

convolutional code is non-catastrophic then its generating function can be obtained using 

Mason's rule. Using the modified state diagram, we have 

 𝑆𝑏 = 𝑋𝑎0+𝑓0 + 𝑋(𝑎0⊕𝑎2)+(𝑓0⊕𝑓2)𝑆𝑐 , 

𝑆𝑐 = 𝑋𝑎1+𝑓1𝑆𝑏 + 𝑋(𝑎1⊕𝑎2)+(𝑓1⊕𝑓2)𝑆𝑑 ,  

 𝑆𝑑 = 𝑋(𝑎0⊕𝑎1)+(𝑓0⊕𝑓1)𝑆𝑏 + 𝑋(𝑎0⊕𝑎1⊕𝑎2)+(𝑓0⊕𝑓1⊕𝑓2)𝑆𝑑 ,  

 𝑇(𝑋) = 𝑋𝑎2+𝑓2𝑆𝑐 ,  

 

Figure 1. The convolutional encoder 𝑪𝒄𝒐𝒏𝒗(𝟐, 𝟏, 𝟐)  in general case. 

 

 

Figure 2. The state diagram of 𝑪𝒄𝒐𝒏𝒗(𝟐, 𝟏, 𝟐). 
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Figure 3. The modified state diagram for 𝑪𝒄𝒐𝒏𝒗(𝟐, 𝟏, 𝟐). 

where + and ⊕ denote addition and addition in modulo 2, respectively. By solving the 

above system of equations, we have  

𝑇(𝑋) =
𝑋𝛼0+𝛼2(𝑋𝛼1 + 𝑋𝛼01+𝛼12 − 𝑋𝛼1+𝛼012)

1 − 𝑋𝛼012 − 𝑋𝛼1+𝛼02−𝑋𝛼01+𝛼02+𝛼12 + 𝑋𝛼1+𝛼02+𝛼012
. 

Theorem. Let 𝐶𝑐𝑜𝑛𝑣(2,1,2) be a convolutional code shown in Figure 1. For different 

multipliers 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, we have the generating functions  

𝑋 + 2𝑋2 + 4𝑋3 +···,  

𝑋2 + 2𝑋4 + 4𝑋6 +···, 

𝑋3 + 𝑋4 + 𝑋5 +···, 

2𝑋4 + 5𝑋6 + 13𝑋8 +···, 

𝑋4 + 2𝑋5 + 2𝑋6 +···, 

𝑋5 + 2𝑋6 + 4𝑋7 +···, 
 

where the first three terms of which are mentioned. In cases where only one of the 

multipliers 𝑎1 and 𝑓1 is equal to 0 and the other multipliers are equal to 1, the largest 

minimum free distance, which is equal to 5, is obtained.   

Conclusion 
In this paper, first, a significant class of convolutional encoders, namely 𝐶𝑐𝑜𝑛𝑣(2,1,2) 

were considered and their transfer functions and state diagrams obtained. Then, the 

generating function was computed in general for this class using the modified state diagram. 

For non-catastrophic and non-degenerate states, a table containing the generating functions 

and minimum free distances was presented. As it is shown, the largest minimum free 

distance, which is achieved in only two situations, was equal to 5. 
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   مقاله پژوهشی      

 ای از کدهای پیچشی کمینه برای رده دربارۀ تابع مولد و فاصلۀ آزاد  
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دانیم، کدگذاری پیچشی یکی از دو نوع اصلی کدگذاری کانال  طور که می همان 
به طرز گسترده  که  قرار  است  استفاده  مورد  تصحیح خطا  و  تشخیص  برای  ای 

گیرد. در کدگذاری پیچشی، خروجی کدگذار به صورت یک کددنباله است می
ای مهم از ه، رده شود. در این مقالکه توسط یک دنبالۀ اطلاعاتی ورودی تولید می

پیچشی   کدگذارهای  یعنی  پیچشی،  نظر  𝐶𝑐𝑜𝑛𝑣(2,1,2)کدگذارهای  در  را   ،
و می نموده  محاسبه  کدگذارها  از  رده  این  برای  را  انتقال  تابع  ماتریس  گیریم. 

می ترسیم  را  آنها  حالت  حالت  نمودار  نمودار  از  استفاده  با  علاوه،  به  کنیم. 
های  آوریم. حالت مولد را برای این رده به دست میشده، صورت کلی تابع  اصلاح

ضرب  از  برخی  ازای  به  فجیع  پیچشی  کدهای  نیز  و  ظاهر کننده تباهیده  ها 
فجیع، که   شوند. سپس، فاصلۀ آزاد کمینه را برای همه کدهای پیچشی غیرمی

کنیم. چنان که نشان  های ناتباهیده باشند، محاسبه میبه دست آمده از حالت
شود، بیشترین فاصلۀ آزاد کمینه برای این رده از کدگذارهای پیچشی  یداده م
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 مقدمه 
دانیم، در کدگذاری مهار خطا دو نوع ساز و کار برای اضافه نمودن افزونگی وجود دارد، که عبارتند از  چنان که می 

هستند که تحت    𝑘هایی از طول  های پیام بلوک . در کدگذاری بلوکی، واژه [ 1] کدگذاری بلوکی و کدگذاری پیچشی  
𝑛، که  𝑛هایی از طول  فرایند کدگذاری به کدواژه  > 𝑘 ها باید به  ها و کدواژه دهی میان پیام شوند. این نسبت ، تبدیل می

صورت یک تابع دوسویی باشد تا امکان کدگشایی یکتا را برای هر پیام فراهم نماید. روشن است که افزونگی در فرایند  
به  و  خطا  تصحیح  می کدگشایی،  واقع  مفید  پیام  دنبالۀ  آوردن  خروج دست  پیچشی،  کدگذاری  در  کدگذار  شود.  ی 

آیند. هر کد دنبالۀ خروجی از  های اطلاعاتی ورودی پدید می ها )یا به عبارتی، کدبردارها( هستند که از دنباله کددنباله 
شود.  روی عناصر ورودی حاضر و نیز پیشین در طی یک فرایند کدگذاری مستمر، که پدید آورندۀ افزونگی است، تولید می 

های پیام  کند و در واقع، تناظری دوسویی میان دنباله داده شده یک کددنبالۀ خاص تولید می در اینجا نیز، هر دنبالۀ پیام  
. این کدها  [ 2] دهند  تشکیل می   𝐶𝑐𝑜𝑛𝑣هایی یک کد پیچشی  ها برقرار است. مجموعۀ تمامی چنین کددنباله و کددنباله 

کدگشایی چنین کدهایی ابتدا توسط    توسط الیاس معرفی شدند و نخستین الگوریتم برای  1955نخستین بار در سال  
ارائه گردید. چهار سال بعد، ویتربی الگوریتم جدیدی    1963و سپس، نسخۀ اصلاح شدۀ آن توسط فانو در    1وزنکرفت 

ویژه، هنگامی که طول ثبّات تغییر مکان خیلی بزرگ نباشد، جالب است. در واقع، پیچیدگی الگوریتم  معرفی نمود که به 
یابد در حالی که پیچیدگی الگوریتم فانو تقریباً مستقل از آن است.  ندازۀ ثبّات به طور نمایی افزایش می ویتربی بر حسب ا 

دهد که دنبالۀ پیام را به عنوان تابعی از دنبالۀ دریافتی، که احتمالًا  یک الگوریتم کدگشایی مناسب این امکان را به ما می 
 .  [ 3]   تحت تاثیر نوفۀ کانال بوده است، مشخص نماییم 

  استفاده   رقمی مورد تصویر    پخش   همراه و   تلفن   یی، ماهواره   و   فضایی   در ارتباطات   ای گسترده   طور   کدهای پیچشی به 
هایی پیرامون  های ردیابی رادار و نیز، پژوهش ای کاربردهای اخیر از کدهای پیچشی در قابلیت برای پاره   . [ 4]   اند قرار گرفته 

رجوع شود. در واقع، ساختار ساده و    [ 8] و    [ 7] ،    [ 6] ،    [ 5] و آزاد کمینه به  های دوری  های کدگشایی، فاصله الگوریتم 
اند. به  سازی هستند، باعث چنین فراگیری و محبوبیتی شده های کدگشایی تصمیم نرم، که به راحتی قابل پیاده روش 

ای طراحی گردد که فرایند کدگشایی به صورت ساده و ساختارمند انجام پذیرد.  علاوه، کدگذاری پیچشی باید به گونه 
بودن کد است. لذا، کدهای پیچشی خطی در اولویت قرار  کند، خطی راحی، که کدگشایی را ساده می یکی از فرضیات ط 

ها به ترتیب متعلق به فضای برداری پیام و فضای برداری کد هستند.  های پیام و کددنباله گیرند. در حالت خطی، دنباله می 
تر از  های کد پیچشی هستند. بردارهای پیام کوتاه اله به دیگر بیان، کدبردارهای واقع در فضای برداری کد همان کددنب 

باشند و این به معنای وجود افزونگی به منظور امکان تشخیص و تصحیح خطا است. در حالت کلی، اگر  کدبردارها می 
،  𝐺𝐹( 𝑞)𝑘عنصری، یعنی اعضای  - 𝑘های پیام قطعاتی  در نظر بگیریم آنگاه دنباله   𝐺𝐹( 𝑞)الفبای منبع را میدان متناهی  

کند، که این قطعات متعلق  عنصری تولید می - 𝑛شوند. کدگذار نیز قطعاتی  زمان به کدگذار وارد می هستند که به طور هم 
  بعدی - 𝑛بعدی از فضای برداری  - 𝑘هستند. در حقیقت، کدهای پیچشی خطی زیرفضاهایی    𝐺𝐹( 𝑞)𝑛به فضای برداری  

𝐺𝐹( 𝑞)𝑛   لوکی،  هستند. برخلاف کدگذاری ب𝑛    عنصر تشکیل دهنده قطعه کدشده نه تنها به𝑘    عنصر قطعه ورودی در
𝑖های  ، بلکه به قطعات ورودی پیشین در لحظه 𝑖همان لحظه   − 1, 𝑖 − 2, … , 𝑖 − 𝐾    نیز وابسته هستند، که در اینجا

𝐾    تراز حافظه است. هرچه𝐾   گردد.  بیشتر می   بیشتر باشد، پیچیدگی کدگشای پیچشی و بالطبع، قابلیت تصحیح خطا
  1و    0، که دارای تنها دو عنصر  𝐺𝐹(2)میدان دودویی    𝐺𝐹( 𝑞)در اغلب کاربردهای عملی به جای استفاده از میدان  

𝑘ترین ساختارها در میان کدهای پیچشی ساختارهایی با پارامترهای  شود. به علاوه، معمول است، به کار گرفته می  = 1  
𝑛و  = ,𝐶𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑛با نماد   𝐾و   𝑛  ،𝑘پارامترهای هستند. یک کد پیچشی با  2 𝑘, 𝐾)  شود. برای دیدن  نشان داده می

سازی اطلاعات با  مراجعه گردد. این نکته حائز اهمیت است که انتقال و ذخیره   [ 11] و    [ 10] ،    [ 9] جزئیات بیشتر به  

 
1 Wozencraft 
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های اخیر در زمینۀ مخابرات و  خی پژوهش های مختلفی از علوم در مرتبط است. به عنوان نمونه، برای مطالعۀ بر گرایش 
 رجوع گردد.    [ 14] به    LDPCو نیز، برای دیدن برخی پیوندها میان کدهای پیچشی و کدهای    [ 13] و    [ 12] ارتباطات به  

بخش مهمی از کدگذارهای پیچشی هستند، که با استفاده از واحدهای حافظه ) یا تاخیرها(،    1مدارهای ترتیبی خطی 
  2متناهی   - های ترتیبی حالت شوند. چنین مدارهایی به عنوان ماشین های عددی ساخته می کننده ها و ضرب کننده جمع 
ها  ها یا برداری از بیت ست و متغیرها بیت ا   FSSMشوند. هر واحد حافظه نظیر به حالتی از  ها( نیز شناخته می FSSM) یا  

تواند عنصری از یک میدان، گروه یا حلقه باشد ولی، به طور معمول، بردارها را روی میدان دودویی  هستند. هر بیت می 
شود، به قسمی که در این رهیافت  انجام می  𝐺(𝐷)معمولًا توسط تابع انتقال گویای   FSSMگیرند. تحلیل  در نظر می 

هایی بر حسب  یی ، که چند جمله 𝐶( 𝐷)و    𝑀( 𝐷)های  یی ها به ترتیب به صورت چند جمله های پیام و کددنباله دنباله 
  ها و نیز هایی با ورودی FSSMها در  های پیام و کددنباله شوند. ارتباط میان دنباله هستند، نوشته می   𝐷حوزۀ تاخیر  

گویای  خروجی  انتقال  تابع  ماتریس  یک  توسط  چندگانه  می   𝐺( 𝐷)های  اساساً  توصیف  پیچشی  کدگذارهای  شود. 
ارز گوییم هرگاه هر دو کدهای  دو کدگذار پیچشی را هم آیند.  ها به وجود می FSSMساختارهایی هستند که توسط  

باشند. نرخ  ارز می ا ساختارهای متفاوت یافت که هم توان کدگذارهایی ب پیچشی یکسانی تولید نمایند. در حالت کلی، می 
𝑅𝑐قسمت تعداد عناصر ورودی بر تعداد عناصر خروجی آن. یعنی،    یک کد پیچشی عبارت است از خارج  = 𝑘/𝑛  برای .

 مراجعه شود.   [ 10] و    [ 9] ،  [ 2]   ، [ 1] های بیشتر به  دیدن جزئیات و مثال 
 

 

 ترین صورت. در کلی   𝐶𝑐𝑜𝑛𝑣(2,1,2). کدگذار پیچشی  1شکل  
 

شود، در هر لحظه  گیریم. چنان که دیده می را در نظر می   1در این مقاله، کدگذار پیچشی نشان داده شده در شکل  
,𝑐(1) )از عناصر پیام به عنوان ورودی به کدگذار وارد شده و در همان لحظه دوتایی    𝑚بیت   𝑐(2))    به عنوان خروجی

دهد که خروجی در هر  ساختار این کدگذار نشان می است.    1/ 2 نرخ کد دودویی حاصل برابر گردد. از این رو،  تولید می 
𝑗، که  𝑗های پیشین در لحظات  تواند به خروجی می   𝑖لحظه   < 𝑖 های مستطیلی واحدهای حافظه  ، نیز وابسته باشد. بلوک

شود، که عبارتند از  یاد می   FSSMکنند. در واقع، از آنها به عنوان معرف واحد زمانی یا تاخیرهای زمانی را مشخص می 
ۀ  دهند کند. هر دایرۀ حاوی علامت جمع نشان عمل می   𝐺𝐹( 2)روی عنصری دلخواه از میدان    FSSMمدت زمانی که  

 
1 linear sequential circuits 
2 finite state sequential machines 
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طور که دیده  کننده دودویی است. همان دهندۀ یک ضرب کنندۀ دودویی و همچنین، هر دایرۀ توخالی نشان یک جمع 
گر  ها مقادیر صفر و یک را به دلخواه نسبت داد. از این رو، کدگذار مورد بحث نمایش کننده توان به ضرب شود، می می 
و نمودار حالت    1دگذارهای پیچشی توابع انتقال، نمودار حالت ای از کدگذارهای پیچشی است. برای این رده از ک رده 

کنیم. سپس، با به دست آوردن تابع  ترین صورت ممکن محاسبه می را به دست آورده و تابع مولد را در کلی   2شده اصلاح 
د پنج است، که  شود که بیشترین مقدار برای فاصلۀ آزاد کمینه عد ها دیده می کننده ازای مقادیر مختلف ضرب مولد به 

 گردد.  تنها توسط دو کدگذار خاص ظاهر می 

 توابع انتقال و نمودارهای حالت 

اگر ورودی کدگذار ضربۀ یکه،    گیریم. ، را در نظر می 1، نشان داده شده در شکل  𝐶𝑐𝑜𝑛𝑣(2,1,2)کدگذار پیچشی 
𝒎یعنی دنبالۀ پیام   = های خروجی متناظر، عبارتند  های ضربه، یعنی دنباله شود که پاسخ ، باشد آنگاه دیده می (1,0,0 )

𝒈( 1)از   = (𝑎0, 𝑎1, 𝑎2)   و   𝒈( 2) = (𝑓0, 𝑓1, 𝑓2) های ضربه توصیفی از اتصالات ساختاری  دانیم، پاسخ . چنان که می
FSSM   شوند. به بیان دقیق، اگر به دنباله پیام  های مولد کد پیچشی نیز شناخته می دهند و به عنوان دنباله به دست می

𝒎 = ( 𝑚0, 𝑚1, 𝑚2, … کددنباله   ( متناظر  و  𝒄( 𝟏)های  = ( 𝑐0
(1)

, 𝑐1
(1)

, 𝑐2
(1)

, ⋯ 𝒄( 𝟐)و    ( =

( 𝑐0
(2)

, 𝑐1
(2)

, 𝑐2
(2)

, ⋯  های یی به ترتیب چندجمله   (

 (1 ) 

 
{

𝑴(𝐷) = 𝑚0 + 𝑚1𝐷 + 𝑚2𝐷2 + ⋯ ,

𝑪(𝟏)(𝐷) = 𝑐0
(1)

+ 𝑐1
(1)

𝐷 + 𝑐2
(1)

𝐷2 + ⋯ ,

𝑪(𝟐)(𝐷) = 𝑐0
(2)

+ 𝑐1
(2)

𝐷 + 𝑐2
(2)

𝐷2 + ⋯ ,

 

𝑪(𝐷)توان نوشت  تبدیل می - 𝐷را نظیر نماییم آنگاه در فضای   = 𝑴(𝐷)𝑮( 𝐷) که در آن ،   

   (1 )  
{

𝑪(𝐷) = [𝑪(𝟏)(𝐷)  𝑪(𝟐)(𝐷)],

𝑮(𝐷) = [𝑮(𝟏)(𝐷)  𝑮(𝟐)(𝐷)].
 

 ماتریس تابع انتقال است و   𝑮( 𝐷)در اینجا،  

 (3 )  
{

𝑮(𝟏)(𝐷) = 𝑎0 + 𝑎1𝐷 + 𝑎2𝐷2,

𝑮(𝟐)(𝐷) = 𝑓0 + 𝑓1𝐷 + 𝑓2𝐷2,
 

گوییم ماتریس  شود. می های مولد هستند. یک کد پیچشی با ماتریس تابع انتقال خود مشخص می یی چند جمله 
𝑮(𝐷)1⨯2    دارای وارون است هرگاه ماتریس𝑮−𝟏(𝐷)2⨯1    ازای یک به  باشد به طوری که  𝑙وجود داشته  ≥ 0  ،

𝑮(𝐷)𝑮−𝟏(𝐷) = 𝐷𝑙 مهم است. ثابت    . وجود وارون برای فرایند کدگشایی و به دست آوردن دنبالۀ ورودی امری
  𝑮(𝟐)(𝐷)و    𝑮(𝟏)(𝐷)های  یی علیه مشترک چندجمله ترین مقسوم  شود چنین وارونی وجود دارد اگر و تنها اگر بزرگ می 

𝑙به ازای یک   ≥ برای آن وجود    𝑮−𝟏(𝐷)ماتریس  گویند هرگاه    3یک کد پیچشی را فجیع .  [ 1] باشند    𝐷𝑙برابر    0
 نداشته باشد. 

 
State diagram 1   

Modified state diagram 2  
Catastrophic 1    
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های مستطیلی مشخص کنندۀ واحدهای  ، که همان بلوک 1طبقۀ ثبّاتی   𝐾بر اساس محتویات    FSSMحالت یک  
آید  های حاضر به اندازۀ یک تاخیر به دست می گردد. هر حالت آتی با تغییر مکان محتویات طبقه حافظه هستند، بیان می 

گردد. در کدگذار  به طوری که طبقۀ خالی تولید شده در سمت چپ با مقدار بیت ورودی در همان لحظۀ زمانی پر می 
است. از این رو، هشت    1یا    0باشد و ورودی    11و    10،  01،  00تواند یکی از چهار نوع  ، حالت می 1یچشی شکل  پ 

نمودار حالت این کدگذار    1اند. با استفاده از جدول  ها آورده شده به همراه خروجی   1وضعیت ممکن داریم که در جدول  
های حالت را به دست  مایشی تصویری از تکامل دنباله کنیم. نمودار حالت ن ترسیم می   2پیچشی را به صورت شکل  

دهد. در اینجا، برای هر یک از این حالات تنها دو انتقال ورودی و دو انتقال خروجی داریم. به علاوه، این گونه نیست  می 
یی دنبالۀ  که بتوان از یک حالت داده شده به هر حالت دلخواهی انتقال یافت. این امر در تصحیح خطا و فرایند کدگشا 

 گردد. ها می دریافتی مفید است زیرا سبب نادیده گرفتن برخی انتقال 
- شده از حالت تمام آید. نمودار حالت اصلاح شده با تغییراتی در نمودار حالت سنتی به دست می نمودار حالت اصلاح 

𝑆𝑎صفر   = هایی که در  گردد. پیکان ی حذف م   𝑆𝑎یابد. همچنین، طوقۀ مربوط به  آغاز و به همان حالت پایان می   00
وزن کدبردار خروجی    𝑖دهیم، که در آن نمای  نشان می   𝑋𝑖شوند را با  ها وارد یا از آنها خارج می این نمودار به حالت 

ها برابر مجموع نماهای متغیرهای موجود در آن مسیر است و به  متناظر به همان پیکان است. وزن هر مسیر میان حالت 
 ترین وزن  ها هستند. از این رو، مسیرهایی با کوچک ها متناظر به وزن کددنباله وزن مسیر علاوه،  
 

 های ممکن برای ساخت نمودار حالت. . تمام انتقال 1جدول  

 𝑚𝑖ورودی   𝑡𝑖حالت در   𝑡𝑖+1حالت در   𝑐( 1)خروجی   𝑐( 2)خروجی  

 --  -- 00 00  -- 

0 0 00 00 0 
𝑓0 𝑎0 10 00 1 
𝑓2 𝑎2 00 01 0 

𝑓0 ⊕ 𝑓2 𝑎0 ⊕ 𝑎2 10 01 1 
𝑓1 𝑎1 01 10 0 

𝑓0 ⊕ 𝑓1 𝑎0 ⊕ 𝑎1 11 10 1 
𝑓1 ⊕ 𝑓2 𝑎1 ⊕ 𝑎2 01 11 0 

𝑓0 ⊕ 𝑓1 ⊕ 𝑓2 𝑎0 ⊕ 𝑎1 ⊕ 𝑎2 11 11 1 
 

 
Register Stage 2 
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 . نمودار حالت کدگذار پیچشی مفروض. 2شکل  

 

 

 شده برای کدگذار پیچشی مفروض. . نمودار حالت اصلاح 3شکل  

صفت » آزاد« برای فاصلۀ کمینه از این واقعیت  دهند. ، را به دست می 𝑑𝑓𝑟𝑒𝑒فاصلۀ آزاد کمینۀ کد پیچشی، یعنی 
در کدهای پیچشی فجیع،  شود که هیچ محدودیتی روی طول مسیرهای نمودار حالت متناظر وجود ندارد.  ناشی می 

گر نامتناهی کددنباله با یک  ها است و لذا، این امر نشان شده دارای مسیرهایی از وزن صفر میان حالت نمودار حالت اصلاح 
شده برای همان کدگذار پیچشی مورد نظر ترسیم گردیده است، که در  نمودار حالت اصلاح  3در شکل  وزن ثابت است.  
هر   ازای  به  ,𝑖آن  𝑗 = 𝛼𝑖  متمایز،   0,1,2 = 𝑎𝑖 + 𝑓𝑖    و𝛼𝑖𝑗 = ( 𝑎𝑖 ⊕ 𝑎𝑗) + ( 𝑓𝑖 ⊕ 𝑓𝑗)    داریم علاوه،  به  و 

𝛼012 = ( 𝑎0 ⊕ 𝑎1 ⊕ 𝑎2) + (𝑓0 ⊕ 𝑓1 ⊕ 𝑓2) . 

 تابع مولد 

 دانیم، تابع مولد برای یک کد مفروض عبارت است از سری صوری چنان که می 



 ی رضا کهکشان                                                                           647-661، 3شماره (، 1140) 91فصلنامه علمی کارافن، 

657 

 

 (4 )  𝑇(𝑋) = ∑ 𝐴𝑖𝑋
𝑖

∞

𝑖=0

, 

برابر   𝑇(𝑋)از   1یی غیر  جمله ترین تک است. روشن است که درجۀ کوچک  𝑖ها از وزن  تعداد دنباله   𝐴𝑖که در آن  
𝑑𝑓𝑟𝑒𝑒    است. کدگذار پیچشی𝐶𝑐𝑜𝑛𝑣(2,1,2)  هرگاه کد    گیریم. ، را بار دیگر در نظر می 1، نشان داده شده در شکل

دهیم، به  ، که در ادامه آن را شرح می 1لۀ قاعدۀ میسون توان به وسی پیچشی نظیر غیر فجیع باشد آنگاه تابع مولد را می 
 شده دستگاه  دست آورد. با استفاده از نمودار حالت اصلاح 

 

 (5 )   𝑆𝑏 = 𝑋𝑎0+𝑓0 + 𝑋(𝑎0⊕𝑎2)+(𝑓0⊕𝑓2)𝑆𝑐 , 

 (6 )  
 𝑆𝑐 = 𝑋𝑎1+𝑓1𝑆𝑏 + 𝑋( 𝑎1⊕𝑎2)+( 𝑓1⊕𝑓2)𝑆𝑑 , 

 (7 )  𝑆𝑑 = 𝑋(𝑎0⊕𝑎1)+( 𝑓0⊕𝑓1)𝑆𝑏 + 𝑋( 𝑎0⊕𝑎1⊕𝑎2)+( 𝑓0⊕𝑓1⊕𝑓2)𝑆𝑑 , 

 (8 )  𝑇(𝑋) = 𝑋𝑎2+𝑓2𝑆𝑐 , 

 
(،  5های ) شود که تساوی به ترتیب جمع معمولی و جمع به پیمانه دو هستند. دیده می   ⊕و    +را داریم، که در آنها  

(، به دست  8در )    𝑆𝑐دهند. با حل این دستگاه و جایگذاری  ( یک دستگاه سه معادله و سه مجهولی تشکیل می 7( و ) 6) 
 آوریم: می 

 (9 )  𝑇(𝑋) =
𝑋𝛼0+𝛼2( 𝑋𝛼1 + 𝑋𝛼01+𝛼12 − 𝑋𝛼1+𝛼012)

1 − 𝑋𝛼012 − 𝑋𝛼1+𝛼02−𝑋𝛼01+𝛼02+𝛼12 + 𝑋𝛼1+𝛼02+𝛼012
. 

و    𝑎2  ،𝑓1برابر صفر و    𝑓0و    𝑎0  ،𝑎1های مولد در وضعیتی که  یی (، چند جمله 3به عنوان مثال، با استفاده از روابط )  
𝑓2    برابر یک باشند عبارتند از𝑮(𝟏)(𝐷) = 𝐷2   و  𝑮(𝟐)(𝐷) = 𝐷 + 𝐷2  علیه مشترک    ترین مقسوم آنجا که بزرگ . از

(، تابع مولد عبارت است  9است، کد حاصل غیر فجیع است. همچنین، با استفاده از دستور )    𝐷ها برابر  یی این چند جمله 
 از 

𝑇(𝑋) =
𝑋3

1 − 𝑋 − 𝑋3
 

 (10 )  = 𝑋3(1 + (𝑋 + 𝑋3) + (𝑋 + 𝑋3)2 +···) = 𝑋3 + 𝑋4 + 𝑋5 +··· . 

𝑑𝑓𝑟𝑒𝑒از این رو،   =  داریم.    3و تنها یک کددنباله از وزن    3

 

 
Mason 1  



 647-661، 3شماره (، 1401) 19کارافن،  یفصلنامه علم                                        ...ایدربارۀ تابع مولد و فاصلۀ آزاد کمینه برای رده

658 

 

 . توابع مولد و فاصلۀ آزاد کمینه در تمامی حالات ناتباهیدۀ ممکن. 2جدول  

𝑨𝒅 𝒅𝒇𝒓𝒆𝒆 𝑻( 𝑿) 𝒇𝟐 𝒇𝟏 𝒇𝟎 𝒂𝟐 𝒂𝟏 𝒂𝟎 
1 2 𝑋2/(1 − 2𝑋2) 1 0 0 1 0 0 

1 2 𝑋2/(1 − 2𝑋2) 0 1 0 1 0 0 

1 3 𝑋3/(1 − 𝑋 − 𝑋3) 1 1 0 1 0 0 

1 2 𝑋2/(1 − 2𝑋2) 0 0 1 1 0 0 
1 3 𝑋3(1 − 𝑋 + 𝑋3)/( 1 − 2𝑋 + 𝑋2−𝑋4) 1 0 1 1 0 0 
1 3 𝑋3/( 1 − 𝑋−𝑋3) 0 1 1 1 0 0 
2 4 𝑋4(2 − 𝑋2)/( 1 − 3𝑋2+𝑋4) 1 1 1 1 0 0 
1 2 𝑋2/(1 − 2𝑋2) 1 0 0 0 1 0 

1 2 𝑋2/(1 − 2𝑋2) 0 1 0 0 1 0 

1 3 𝑋3/(1 − 𝑋 − 𝑋3) 1 1 0 0 1 0 

1 2 𝑋2/(1 − 2𝑋2) 0 0 1 0 1 0 
1 3 𝑋3(1 − 𝑋 + 𝑋3)/( 1 − 2𝑋 + 𝑋2−𝑋4) 1 0 1 0 1 0 
1 3 𝑋3/( 1 − 𝑋−𝑋3) 0 1 1 0 1 0 
2 4 𝑋4(2 − 𝑋2)/( 1 − 3𝑋2+𝑋4) 1 1 1 0 1 0 
1 3 𝑋3/( 1 − 𝑋−𝑋3) 1 0 0 1 1 0 

1 3 𝑋3/( 1 − 𝑋−𝑋3) 0 1 0 1 1 0 

 0 1 1 0 1 1 فجیع  -  - 

1 3 𝑋3/( 1 − 𝑋−𝑋3) 0 0 1 1 1 0 
 0 1 1 1 0 1 فجیع  -  - 
 0 1 1 1 1 0 فجیع  -  - 
1 4 𝑋4(1 + 𝑋 − 𝑋2)/( 1 − 𝑋 − 𝑋2 − 𝑋3+𝑋4) 1 1 1 1 1 0 
1 2 𝑋2/(1 − 2𝑋2) 1 0 0 0 0 1 
1 2 𝑋2/(1 − 2𝑋2) 0 1 0 0 0 1 
1 3 𝑋3/( 1 − 𝑋−𝑋3) 1 1 0 0 0 1 
1 2 𝑋2/(1 − 2𝑋2) 0 0 1 0 0 1 
1 3 𝑋3(1 − 𝑋 + 𝑋3)/( 1 − 2𝑋 + 𝑋2−𝑋4) 1 0 1 0 0 1 
1 3 𝑋3/( 1 − 𝑋−𝑋3) 0 1 1 0 0 1 
2 4 𝑋4(2 − 𝑋2)/( 1 − 3𝑋2+𝑋4) 1 1 1 0 0 1 
1 3 𝑋3(1 − 𝑋 + 𝑋3)/( 1 − 2𝑋 + 𝑋2−𝑋4) 1 0 0 1 0 1 
1 3 𝑋3(1 − 𝑋 + 𝑋3)/( 1 − 2𝑋 + 𝑋2−𝑋4) 0 1 0 1 0 1 
 1 0 1 0 1 1 فجیع  -  - 
1 3 𝑋3(1 − 𝑋 + 𝑋3)/( 1 − 2𝑋 + 𝑋2−𝑋4) 0 0 1 1 0 1 
 1 0 1 1 0 1 فجیع  -  - 
 1 0 1 1 1 0 فجیع  -  - 
1 5 𝑋5/(1 − 2𝑋) 1 1 1 1 0 1 
1 3 𝑋3/( 1 − 𝑋−𝑋3) 1 0 0 0 1 1 
1 3 𝑋3/( 1 − 𝑋−𝑋3) 0 1 0 0 1 1 
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𝑨𝒅 𝒅𝒇𝒓𝒆𝒆 𝑻( 𝑿) 𝒇𝟐 𝒇𝟏 𝒇𝟎 𝒂𝟐 𝒂𝟏 𝒂𝟎 
 1 1 0 0 1 1 فجیع  -  - 
1 3 𝑋3/( 1 − 𝑋−𝑋3) 0 0 1 0 1 1 
 1 1 0 1 0 1 فجیع  -  - 
 1 1 0 1 1 0 فجیع  -  - 
1 4 𝑋4(1 + 𝑋 − 𝑋2)/( 1 − 𝑋 − 𝑋2 − 𝑋3+𝑋4) 1 1 1 0 1 1 
2 4 𝑋4(2 − 𝑋2)/( 1 − 3𝑋2+𝑋4) 1 0 0 1 1 1 
2 4 𝑋4(2 − 𝑋2)/( 1 − 3𝑋2+𝑋4) 0 1 0 1 1 1 
1 4 𝑋4(1 + 𝑋 − 𝑋2)/( 1 − 𝑋 − 𝑋2 − 𝑋3+𝑋4) 1 1 0 1 1 1 
2 4 𝑋4(2 − 𝑋2)/( 1 − 3𝑋2+𝑋4) 0 0 1 1 1 1 
1 5 𝑋5/(1 − 2𝑋) 1 0 1 1 1 1 
1 4 𝑋4(1 + 𝑋 − 𝑋2)/( 1 − 𝑋 − 𝑋2 − 𝑋3+𝑋4) 0 1 1 1 1 1 
 1 1 1 1 1 1 فجیع  -  - 

 
دهیم. توجه  را تشکیل می   2را برای کلیۀ کدهای پیچشی غیر فجیع محاسبه نموده و جدول    𝑇(𝑋)اینک، تابع مولد  

𝑎0هایی مانند  نمایید که وضعیت  = 𝑎1 = 𝑎2 = 𝑓0یا    0 = 𝑓1 = 𝑓2 = هایی تباهیده هستند و لذا، آنها را  حالت   0
به ترتیب مقدار فاصلۀ آزاد کمینه و    𝐴𝑑و   𝑑𝑓𝑟𝑒𝑒های مشخص شده با ایم. در این جدول، ستون از جدول حذف نموده 

ها منجر به ایجاد کدهای پیچشی فجیع  دهند. همچنین، برخی طراحی ها از وزن کمینه را نشان می تعداد کددنباله 
دانیم، از جهت کدگشایی کدهای مناسبی نیستند. لذا، پارامترهای مربوطه برای آنها با علامت  طور که می شوند و همان می 
 شده است. با استفاده از نتایج به دست آمده، قضیۀ زیر را داریم:  « مشخص  - »  

های  کننده ضرب  ازای به باشد.   1کدگذار پیچشی نشان داده شده در شکل  𝐶𝑐𝑜𝑛𝑣(2,1,2)گیریم   . 1قضیه 
 های مختلف، توابع مولد ازای طراحی ، یا معادلًا به 𝑓3و    𝑎1  ،𝑎2  ،𝑎3  ،𝑓1  ،𝑓2مختلف  

 (11 )  𝑋 + 2𝑋2 + 4𝑋3 +···, 

 (12 )  𝑋2 + 2𝑋4 + 4𝑋6 +···, 

 (13 )  𝑋3 + 𝑋4 + 𝑋5 +···, 

 (14 )  2𝑋4 + 5𝑋6 + 13𝑋8 +···, 

 (15 )  𝑋4 + 2𝑋5 + 2𝑋6 +···, 

 (16 )  𝑋5 + 2𝑋6 + 4𝑋7 +···, 
 

  𝑓1یا   𝑎1های کننده آیند، که نخستین سه جملۀ آنها ذکر شده است. در حالاتی که تنها یکی از ضرب به دست می 
 شود است، حاصل می   5ها برابر با یک باشند، بیشترین فاصلۀ کمینه، که مساوی  کننده برابر با صفر و دیگر ضرب 
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 گیری نتیجه 
، را در نظر گرفته و به محاسبۀ توابع  𝐶𝑐𝑜𝑛𝑣(2,1,2)در این مقاله، ابتدا یک ردۀ مهم از کدگذارهای پیچشی، یعنی  

شده تابع مولد را به طور کلی برای  ایم. سپس، با بهره گرفتن از نمودار حالت اصلاح انتقال و نمودارهای حالت آنها پرداخته 
های  یم. همچنین، جدولی از توابع مولد و فاصلۀ آزاد کمینۀ کدهای حاصل برای حالت ا این رده از کدگذارها به دست آورده 

غیر فجیع و ناتباهیده ارائه گردیده است. چنان که نشان داده شده است، بیشترین فاصلۀ آزاد کمینه برابر پنج است و  
 گردد. تنها در دو موقعیت حاصل می 

 تقدیر و تشکر 
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